SAJTOEDEREK

Vegylnk kézbe egy darab sajtot, és kezdjik el egy késsel darabolni! Egynéhany
végas utan egy érdekes poliedert kapunk. Ezt néhany valahanyszdgi siklap
hatarolja, és az egyetlen érdekessege az, hogy minden csticsaban pontosan 3 €l
talalkozik. Ez annak kdszdnhetd, hogy kicsi a val észintisége annak, hogy a
végas soran a kés épp egy m& meglévo csicson halad at. Ezek utén definialjuk
a sgjtoédert ugy, mint olyan, a gémbbel homeomorf poliédert, amelynek minden
cslcsdban 3 € taldlkozik. Az 1. dbran egy ilyen joszég |athato.

% 1. dbra % 2. dbra

A 2. abran ebbdl a sajtoéderbdl levagtunk egy sarkot, igy egy Ujabb sajtoédert
nyertiink. A darabolasndl csak egy szabdlyt kell betartani: a metszo sik sohane
menjen & egy mér meglévé csticson. igy alevégott darab maga is sajtoéder. A
2. &borén pl. egy tetraédert tavolitottunk el. A tetraéder alegkisebb,
legegyszeriibb sajtoéder: 3. dora. Ennek levaghatjuk egyik csicsat, ekkor leesik
egy Kistetraéder, és nyeriink egy Uj alakzatot, a haromszogletii hasabbal
homeomorf csonkagulat vagy prizmat: 4. abra.
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A tovabbiakban két sgjtoédert izomorfnak tekinttink, ha topol dgiai
transzformaciokkal, azaz nyUjtasokkal, forgatasokkal és tukrozésekkel
egymasba vihetok. 1gy a4. abran |athato prizmaizomorf az 5. dbran




5. dora 6. dora

|&thatd haromszoglett hasdbbal. A tetragdert egy élével parhuzamos sikkal is
kettévaghatunk, vagy masképpen tgy mondjuk hogy levaghatjuk egy élét is.

Ez la&that6 a 6. dbran. Amint latjuk, igy két haromszégletii hasabot kapunk. Ezzel
azonban ki is meritettik atetraéder lehetéségeit.l Ahhoz hogy Ujabb alakzatokat
nyerjunk, a hasabot kell tovabb darabolnunk. A hasdb 5 oldal(, ésizomorfiatol
eltekintve ez az egyetlen 6toldal U sgjtoéder. Hatoldal ibdl mar tébb islesz.

7. dbra. 8. dbra.

A 7. bran egy sarkot vagtunk le (igy egy kistetraéder esett |e) és anyert idom
két hdromszogbol, két négyszoghol és két 6tszoghdl all. Jeldljik ezért ezt az
alakzatot igy: (3,3,4,4,5,5). A szamok azt mutatjak, hogy az egyes oldalak hany
sz6giiek. Ez ajel6lés nem lesz mindig egyértelmii, lesznek olyan parok amelyek
jel6lése ugyanaz, mégsem izomorfak. Nevezzik ezeket izomereknek! Az
oldalak szamanak novelésével az izomerek szamais rohamosan no.

A 8. abran egy élet vagtunk le, ésigy egy Uj aakzatot nyertiink, a kockét. 9 dbra.
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9. dbra. 10. dbra

Levaghatom a hasabnak egy masik élét is akék metszésikkal: 10. abra. Ekkor a
maradék a (3,3,4,4,5,5) testtel lesz izomorf.

Md&d van arrais hogy két élet vagjak le akék metszosikkal: 11. dbra. Ekkor
valgjdban a 12. dbran lathato (3,3,4,4,5,5) testet tavolitjuk €.
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11. dbra 12. dbra.

A maradék a 13. dbran lathatd, ugyanezzel izomorf test. Haromszogl et
hasabbdl egyebet nem is nyerhetiink tehét, igy két 6 oldal U sgjtoédertink van, a
kocka, azaz a (4,4,4,4,4,4) ésa(3,3,4,4,5,5) test.

AN

13. dbra. 14. dbra

Uj sajtoédereket a kocka metszegetésével nyeriink: 14. dra = (3,4,4,4,5,5,5).
Itt egy cslicsot vagtunk le. 15. abra = (4,4,4,4,4,5,5) = 6tszdgletli hasab.



15. dbra. 16. dbra.

A 16. dbran a kockét egy hatszoggel két egyforma darabra vagtuk. Az igy nyert
test a(3,3,3,5,5,5,6) , ami nem egyéb mint 3, egy pontban dsszefuto él levagasa.

17. dbra 18. dbra.

Levaghatunk 3 egyiranyba kanyarodo élet is, igy nyerjuk a 17. abrat, ami a
(3,3,4,4,4,6,6) test, éslevaghatunki 3 kilénbdzo iranyba kanyarodd éet is, ez a
18. abra, a(3,3,4,4,5,5,6) test. Az az érzésem hogy tobb hétoldalu nincsis.

Matematikal 6sszefliggések is vannak a sgjtoéderekre, hiszen az Euler-képl et
igaz rguk is: lap + cslics = € + 2. Legyen alapok szdman, és ezek n1, n2, na...
szogiiek. Ekkor (n1+ n2+ na...)/2 & van és (n1+ n2+ na...)/3 cslcs, az
Osszefliggés tehat n + (n1+ n2+ na3...)/3 = (n1+ n2+ n3...)/2 + 2, azaz

6n — 12 = (n1+ n2+ n3...) . Hamost megadom n-et, akkor megkapom, elvileg
hanyféle sajtoéder |ehet n-re. Nyilvan nem minden valtozat fog tényleges
testként realizal odni.

N=4:6+x4-12=24-12 = 12 = 4+4+4+4 és ez az egyetlen |ehetdseg.
n=5 6%5-12=30- 12 = 18 = 3+3+4+4+4 = 3+3+3+4+5 . Itt csak az
elsobol lesz test, a mésodik |ehetség nem val osul meg.

N=6:6%6—12 = 36 — 12 = 24 = 4+4+4+4+4+4 = 3+3+4+4+5+5 =

= 3+4+4+4+4+5 = még sok lehetdség, deitt is csak az elst kettobol lesz test.



Szétvaghatunk egy sajtoédert Ugy is, hogy mindkét darab kisebb lapszamu
legyen. Ez a maghasadasra emlékeztet. Pl. a pentagondodekaéder (19. abra)
nyilvan sajtoéder. Ha a dodekaédert a 20. abran lathatd sikkal két egyforma
darabra véagjuk, akkor a 21. és 22. dbran lathato 10 oldal U testeket kapjuk.

19. dbra.

@ 1H
21. dbra.

Ha a dodekagderrol két egész lapot levagunk a 23. dbran |&thato sikkal, akkor a
24. dbran lathat6 9 lapu és a 25. abran lathatd 11 lapu testet kapjuk.

@ 23. dbra. 24. dbra.

22. dora.



25. dbra. 26. abra.

Haa 1l oldalurdl a 26. abra szerinti két zold élet levagom, visszanyerem a
dodekagdert, legalabbisizomorfia ergéig. Ezek szerint darabolassal az egyes
sgjtoéderek egymasba alakithatok, illetve egymasbol felépithetok. Kiindulunk a
legegyszertibbol, atetraéderbdl, és daraboléssal egyre nagyobb lapszamu
sajtoédert kapunk. gy egy labirintust, iranyitott gréfot nyeriink, melynek csticsai
a sajtoéderek, és ha egyikbdl egy masik darabolassal € 6allithato, akkor a két
csticsot egy nyil kdsse 6ssze, amely a kiindul 6 sajtoéderb6l mutat az eredmény
sqjtoeder felé. Lattuk, hogy ezen a grafon hurkok is vannak, korbeis lehet
menni. Vaon ez agraf teljesen 6sszefliggo, vagy vannak izolat szigetel is?
Szerintem Gsszefliggo. Lehet hogy a bizonyitas is egyszerii. EQy sajtoéderbol
egy cslcs levagasaval mindig lehet eggyel nagyobb oldal szamu sajtoédert
elédlitani, ,,folfelé mend Ut” teh& mindig van. Egy cslcs levagésa egy
tetraédert jelent, tehat a tetraéderhez minden sajtoéderts| vezet (t. Es ezzel kész
IS, atetraeder az 6sszek6té kapocs. Havan izolalt sziget, akkor annak van
legkisebb oldalszamu elemeis, és ezt nem lehet kisebb darabokra vagni. Ez
azonban nyilvan nem igaz, mert tetraédert mindig le lehet végni.

Ha a sgjtoédert topol dgiai alakzatnak, gémbre rajzolt grafnak tekintem, akkor a
darabolas mellett egy masik mivelet is végezhet6 vele: Ujabb élek és cslicsok
beillesztése. Az 1. dbran lathat6 sajtoéder két élének kdzéppontjét tsszekbtve
egy Ujabb éet illesztek be. Igy kapom a 27. dbrét.

27. dbra. 28. abra.



Haegy lapk6zépbol 3 élkdzéphez vonalat hiizok, akkor a 28. dbrat kapom.

A 27. bran az élek szama 3-mal, a cslicsok szama 2-vel, alapok szama 1-gyel
né. A 28. dbran az élek szama 6-tal, a csicsok szama 4-gyel, alapok szama 2-
vel n6. Ezzel akét mivelettel két U labirintust definidhatok. Itt csak folfelé
tudunk Iépkedni, de ha a miiveletek inverzét is definidom, akkor mar tudunk
lefelé is menni. Mindkét miivelet ekvivalens egy megfelel6 metszéssel: az els6
miveletnél egy, amasodikndl harom sikkal metsziink. Igy akkor ezek nemis
igazan U] miveletek. Viszont grafikailag szemléletesebbek, konnyebb oket
elképzelni, nem igényelnek olyan kifinomult térszemléletet. A gbmbre
rgjzolhato graf sikban islergjzolhato, és elemezhet6, bar igy két graf
izomorfigjat elég nehéz eldonteni.

Szabalyos sajtoederek

A platoni testek koziil atetraéder, a kocka és a dodekaéder mar maga sgjtoéder.
Egyébkeént pedig gy kaphatunk sajtoedereket, hogy a 3-ndl magasabb rendu
csticsokat levagjuk. gy tetraéderbdl kapjuk a 29. dorét, kockabol a 30. dbrét,
oktaéderbol a 31. abrat, dodekagderbol a 32. dorét ésikozaéderbol a 33. abrat.

29. dbra. 30. dbra.

31. dbra. 32. dbra.



33. dbra. 34. dbra.

Félszabalyos testekbdl is csindhatunk sajtoédert, ilyen a 34. dora ahol
rombdodekagder 4-es csucsait vagtuk le. Sajtoéder csaladdokat is kialakithatunk.
Kiindulunk egy sajtoéderbol, annak levagjuk az 6sszes cslicsét, igy kapjuk a
kovetkezo sajtoédert. Ezzel az eljardssal az n oldal i sokszoghdl 2n oldalt
sokszdg lesz, és emellett megjelenik annyi haromsz6g, ahany cstcsavolt a
kiindul 6 sajtoédernek. Tetraéder -> 29. dbra, 4 hatszdg, 4 haromszég, és 12
cslics. -> 4 12-sz8g, 4 hatszog, 12 hdromszdg és 36 csics. Lathatjuk hogy a
csticsok szama megharomszorozodik. Hany oldala lesz egy ilyen testnek?

4, 4+4, 4+4+12, 4+4+12+36, 4+4+12+36+108, ... azaz 4, 8, 20, 56, 164...

ez asorozat ez idéig benne sincs a Sloane katal dgusban! Ugyhogy betettem én,
ez lett az A115099 sorozat.

4+4* (1+3+9+27...) = 4+4*(3"n-1)/2 = 2+2* (3"n) teha még formulaisvan ra

A kockdabdl kiindulva: 6 db négyzet, 8 db cstics -> 6 db nyolcszdg, 8 db
haromszog, 24 cslcs -> 6 db 16-sz8g, 8 db hatsz6g, 24 haromszég, 72 csucs.
6+8+24+72+... = 6+8* (1+3+9+27...) = 6+8*(3*n-1)/2 = 2+4*(3"n).
Ezlesz a6,14,38,110,326. .. sorozat, és ez mar benne van! A079003.

De valahogy egész méasként szarmaztatj ak.

FORMULA a(1)=3; for n>1, a(n)=3*a(n-1)-4; a(n)=4*3"(n-1)+2

Least x>=3 such that F(x)==-1 (mod 3"n) where F(x) denote the x-th Fibonacci

number (A000045).
M egjegyzéskeént beirhatom ezt a sajtoéderes szarmaztatast is persze.

Mi lesz az oktaéderbdl? 8 haromszdg 6 csucs, ez még nem sajtoéder.

-> 8 hatsz0g, 6 négyzet, 24 cslcs, voltaképpen ez a kiindul 6 test.

-> 8 12-sz0g, 6 nyolcszdg, 24 haromszog, 72 csUcs.

8+6+24+72+... = 14+24* (1+3+9+27...) = 6+8*(1+3+9+27...) de hét ez
ugyanaz mint akockanal volt! De a kapott sgjtoéderek mégse izomorfak, mas
poligon lesz az oldal uk.


http://www.research.att.com/~njas/sequences/

