A SZIMBOLIKUS HATVANYOZAS

Ez egy olyan modszer, amit mar a Bernoulli-szamoknal is alkalmaztunk.
Emlékezziink vissza:

Egy x szdm hatvanyan az x " = x-X-x-X....X szorzatot értjik, ahol éppen n darab x-et
szorzunk 6ssze. Ez a hatvany megszokott jelentése. Mi azonban bevezetjik a szimbdlikus
hatvanyozast: eszerint egy A szimbdlum hatvanyain az A" = a,, szamsor ozatot értjik, ahol
az a, szamok tetszélegesek lehetnek, nem kell hogy egy rogzitett szambol kapjuk oket
szorozgatassal! Itt is érvényesek a hatvanyozas azonossagai, azaz A" - A™ = A™™". Fontos
kihangstlyozni, hogy eszerint A" - A™ jelentése nem a, - a,, , hanem a,.., , azaz a sorozat
n+m-edik eleme. Ha x szam, és A az €ébb ismertetett szimbolum, akkor érvényes a
kovetkezé azonossag: ( x - A )" =x". A" =x" . a, ,ahol x" az x n-edik hatvanya a
megszokott ertelemben, a, pedig a sorozat n-edik eleme.

(a+b)"=(n0)-a%b" + (n 1)-a-b"™* + (n 2)-a>b™* + ...+ (nn)-a™b°:

ez az ismert Binomialis 6sszefliggés. A Binomialis egyttthatokat (n k)

alakban irtam fel. Ha az 6sszefliggésiink egyik tagja szam, a mask tagja pedig az A
szimboélum, akkor az 6sszefliggés igy alakul:

(A+b)"=(n0)-A%" + (n 1)-A%b" + (n 2)-A%b"?+ ...+ (n n)-A"b° ,

ami az A szimbolum értelmezésébél fakadodan a kdvetkezé alakot olti:
(A+b)"=(n0)ayb” + (n 1)-a-b™ + (n 2)-a,-b™* + ...+ (nn)-a,-b’:

Itt b" a b szdm megszokott hatvanya, az a, pedig a sorozat n-ik eleme.

Ezzel a miivelettel nagyon sok érdekes matematikai dsszefliggest nyer hetiink.
Elészor szamoljuk ki az e® szdmot! Ezt az ismert Taylor sorral végezhet;jik:

e®= l+e/ll+e?/2l+e®/3 + ... =1+ U1l (I+V1L+1/21+1/31+...) + 1/2! (1+2/11+2° /2! +
+2° /31 +...) + 13! (1+3/U+37/21+3% /31 +...) + 13! (1+4/11+4° [21+4° [3] +...) + ...

Ezt most csoportositsuk ugy, hogy minden zar ¢jelbél elészor az elso tagokat veszem, aztan
a masodikat, aztan a harmadikat, stb:

e® = (L+V1+1/21+1/31+...) + U1 (UU+2/2143/31+4/41+...) + 12! (14 1U+27/21+3/31+...) +
+ /31 (1321+2%2143%31+...) + 4! (1Y11+2Y21+3%31+..) +. . . =

= (+V/11+1/21+1/31+...) + /1! (1+/11+2/21+1/31+...) + 1/2! (1+2/11+3/21+4/3!+...) +
+ /31 (1+24U+321+ 47/31+...) + /4l (1+23U+3%21+ 4%31+..) + . . .

Na most csak az a kérdés, hogy mennyi X k"/(k-1)! értéke. Ehhez némi fliggvénytani
ismeret kell. Képezzikk az f(x) =(xf(x))’ fuggvénysorozatot Ugy, hogy az fo(x) = e *
fliggvénybél indulunk ki! Es nézzilk meg az x=1 helyen!

e* = 1+x/U+x%21+x3/3+... értéke az x=1 helyen 1+1/11+1%/21+1%3!+... = e.
xe* = x+ XU +x321+x31 +...

(xe*)’ = 1+ 2x/11+3x%/21+4x% 3! +... értéke az x=1 helyen 1+2/11+3/2!+4/3! +...
(xe”)’ = (1+x)e”, ataldban (xp(x)e*)’ = ((1+x)p(X)+xp’(x))e* lesz.



(xe”)’ = (1+x)e”™, értéke az x=1 helyen 2e.

(x(1+x)e’)’ = ((1+x)(1+x)+x(1+x)*)e* = ((L+2x+x*)+x)e* = (1+3x+x°)e*
(X(1+x)e*)’ = 1+2°x/11+3%°/21+ 4% x/3!+... értéke az x=1 helyen
1+2411+37/2!+ 4731 +... = (1+3+1)e = 5e

Altaldban:

fo(X) = 1+2"x/114+3"%%/21+ 4" X33l +... = p, () e*

Xfa(X) = x+2" x4/ 11+3"%%21+ 4" X3l +... = xpn (X) e*

(XFn(X))?=1+2" 2x/11+3"3x%21+4" 4x33l+... =(Xpn (X) €)° =((1+X) P (X)+XPr’ (X)) € = Prst (X)
AZaz Preg (X) =1+27 x/11+3" 52144 %331 +. ..

Ezen fliggvenyek értéke az x=1 helyen p, (1) elesz.

Po (X)=1, p1 (X)=1+X, po (X)=1+3x+ X%, p3 (X)=1+7x+6x°+x> , stb.

Ha pn(X) = 1+a X+ apXx° + agx’ + ayx* + asx° + ... akkor

Pn+1 (X) =X pn (X) + (Xpn (X))’ a kovetkezé lesz:

(X+ta X +ax’+agX +ax°+asx’+..) + (1 +2a; x +3a,x° + 4agx> + Sayx* + 6agx° + . .)
= (1 +(1+2ay)x+(a1+3a,) X°+(ap+4ag) X +(agt5as) x* + . . .+(@ntn+1) X" + X"

Latjuk hogy az ag =1 ésaz a, =1 jelleg megér zodik.

Tehat haap, (xX) egyutthatéi 1,a;,a, ,a ,a4 ,as ..., akkor

apn (X) egylitthatéi 1, 1+2a, , ay+3a, , ax+4as , as+bay , ay+6as . . . lesz.

pn (X) —eket egy Pascal — haromszégbe rendezhetjiik:

1 Az egyutthatok: 1 1

1+ X 1 1 2

1+ 3x + X 1 3 1 5

1+7x +6X°+Xx° 17 6 1 15

1 +15x +25x°+ 103 + x* 11525 10 1 52
1+3Ix+90x*+65x% +15x* +x° 1319065 15 1 203

Ezt Ggy hivjak, hogy Stirling-féle particios szamok, és{n , k} —val jeldlik.

lgypl.{4,2} =7, {5,3} =25, stb.A jobb szélen a sordsszegeket tiintettem fel.

Ez a sorozat jatssza most a fészerepet: 1, 2, 5, 15, 52, 203, ... Ezt a sorozatot el nevezem
o, Sorozathak, azaz o1 =1, a,=2, a.3=5, a4 =15, a.5=52, o g =203, stb.

A Pascal haromszdgben két egymas melletti szam 0sszege az alattuk levé szam lesz.
Pl. (5, 1)+(5, 2)=5+10=15=(6, 2). Altaldban (n, k)+(n , k+1)=(n+1, k+1).
Hasonldigazitt is, egy kiscsavarintassal: {4,2} =7, {4,3}=6,{5,3} =25.
7+3.6=7+18=25. Altaldban: {n, k} + (k+1) -{n, k+1} = {n+1, k+1}
Ezzel egy rekurziés szabalyt kaptunk a Stirling haromszog gener alasar a.
Van rekurziés szabaly az o, szdmok generaldsara is. ezt a szimbdlikus hatvany nyelvén
igy lehet megfogalmazni: (1+a )" = ong . Kiirva az elsé néhany esetet:

oa=1. (1+a) 0=1= o1 . Oo1+0g=0=1+1=2. ag+ 201+ 0r =0az3=1+2-142=5 .
og+3o1+3o0,+0z3=04=1+3-1+3-2+5=15.
og+4o1+60,+403+04 =05=1+4-1+6-2+4-5+15=1+4+12+20+15=52.
A rekurziot folytatva megkapjuk az 6sszes a,, szamot.



Az a, sorozat a Sloane-katalogusban A000110 szamon szer epel, ésigy adja meg:

1,1, 2,5, 15, 52, 203, 877, 4140, 21147, 115975, 678570, 4213597,
27644437, 190899322, 1382958545, 10480142147, 82864869804,
682076806159, 5832742205057, 51724158235372, 474869816156751, 45067/15738447323

A sorozat az oo =1 értékkel indul.

A Sloane katalogusba a kovetkezé cimen lehet belépni:

http://ww. research. att. conl ~nj as/ sequences/;

L atjuk, hogy ez a sor ozat meglehetésen gyor san névekszik, gyor sabb mint az
exponencialis. Na most hogy kapjuk meg ebbdl az e® értékét?

pr() =a , ,tehat Tk(k-1)!'=p,(l)e=ea , lesz.

e® =e+ 11l e+ 1/2! 2e+ 1/3! 5e + 1/4! 15e + 1/5! 52e + 1/6! 203e + ...

az et ki lehet emelni, igy e® =e(1+ U1l + 2/2! + 5/3! + 15/4! + 52/5! + 203/ 6! + ...)
Akkor pedig e®! =1+ 1/1! +2/2! + 5/3! + 15/4! + 52/5! + 203/ 6! + ...

Hogy irhatofel ezaz o, szimbdlummal?

el =gt M+, 2+ /13 +...= 2 a,/n! =Ta"/nl=e

e
ahol alkalmaztuk a szimbadlikus hatvanyozas j el 6l esét!
e?=2€/nl=1/ee * .

Legyen most f(X) =ag+ ay X + @ X° + agx° + asxX* + agx° + . ..

Ekkor f(n)=ag+a; n +a;n“+agn®+a,n*+asn°+. ..

T f(n)/n!= aZ /Nl +a Zn/n!+aZn’/n!+aZn®/nt+a,=n*/n!+...
Most alkalmazzuk a X k"/(k-1)! = p,(1) e=ea , formulat:

Y f(n)/n!= ape+ a; o€+ ap aet+ azaze+ agoe+ . . .= e(ag+ a; o1+ a ap+azOlg+ay g+ . . .
Most ismét alkalmazhatjuk az o, = a" szimbdlikus hatvanyozast, és ezzel ezt kapjuk:

¥ f(n)/n! =ef (o) . Na ezért a csodaformulaért kiszkddtiunk idaig!

Ezzel csodalatos felismer ések valnak lehetgve.


http://www.research.att.com/~njas/sequences/

Most sorra behelyettesitiink f(n) helyére minden ismert fliggvényt, és megnézzik, mit
kapunk. Kezdjuk elészor az ismerttel:

o

fn)=e" : T e"/nl=e-e® =e®, tehat e®* = e* = X a"/n!
Ez a szimbdlikus hatvany értelmezése szerint igy irhato:

Zon/N=l+oy /1M +a/2V+...=1+1/11+2/2V + 5/3! + 15/4! + 52/5!' + . ..
Szamszeriien e ¢ ' = 55749415351... =1+ 1+ 1+ 5/6+ 15/24 + 52/120 + ...
Ennek az elsé 6 tagnak az 0sszege 4.8916666... |athatdan kozdliti az 5.57...-€t.

| dézziink meég el egy kicsit a Stirling haromszognél. Bontsuk fel az 52 és a 203 szamokat!
52=1+10+25+15+ 1 =1+ (1+2+3+4) + (1+2(1+2)+3(1+2+3)) + (1+2(1+2(1+2))) + 1

203=1+15+65+90+ 31+ 1 =1+ (1+2+3+4+5) + (1+2(1+2)+3(1+2+3)+4(1+2+3+4)) +
+ (1+2(1+2(1+2))+3(1+2(1+2)+3(1+2+3))) + (1+2(1+2(1+2(1+2)))) + 1.

Aranyosak ezek a kifejtések, sok érdekes szabaly latszik.
Tegyunk most bele f(n)-be x-et! M egtehetj ik, mert n szempontjabdl x csak egy allandé.

Legyen most f(n) =e ™

e ™/nl=e-e ™ = €, tehat 1= e = T a"x"/n!
Ez a szimbdlikus hatvany értelmezése szerint igy irhato:

Yoty X"/ =1+ XA+ 0 X2 720+ o= TH2X5721 + 5X3/3 + 15 X* /41 + 52 X3 /5! + . ..

L egyen most f(n) = x":

> x"/nl=e’ze-x *=e-e "™ %= g(1+1Inx+2-(Inx)?/21+5-(Inx)*/3! + 15-(Inx)*/4! + . . )
Akkor pedig et = 1+1Inx+2-(Inx)2/2!+5.(Inx)3/3!+ 15-(INX)4/4 + . . .

Specidlisan pl. e = e = 1+1.In2+2-(1In2)%/2!+5.(In2)3/3! + 15-(IN2)4/4 + . . .

Tudjuk, hogye ® = = a"x"/n!=e®1 . Kédés: mi sin(ax) ?

sin(oax) = (e ' -e 1) /2 = (1 - e ™1 )2

Most frjuk ki, hogy e '* =cosx +i sinx:

( el _ ge*-1 )/2i = (e COSX+ sinx-1 _ o COSX-isi nx-l) /21 = e % 1gn (sinx)
K aptuk tehat: sin(ax) =e °°**'.gin (sinx) =

=0y X/ —azX® /31 + a5 X°/5 — oy X /T +. .= X /11 =5X3/30 + 52 xX°/5! =877 X" /7! +...

Ehhez hasonldan kapjuk meg cos(ax) —et :

cosiax)=(e ‘¥ +e M) 2=(e e 1Y2

Most frjuk ki, hogy e '* =cosx +i sinx:

( eeix—l + eE‘ix—l )/2 — (e cosx+isinx-1 e cosx-i sinx- 1) /2=¢ cosx-l.COS (sinx)

Kaptuk tehat: cos(ax) =e ©°** l.cos(sinx) =

= 1—0p X2 2V + X /4! —ag X%/6! +...= 1 =2 X% 21 +15X* /41 =203 x° /6! +. ..



Fazekas Ferenc: Miiszaki Matematikai Gyakorlatok A .VIII.: Taylor sorok. 1955.
E konyv 160. oldalan talalhato:

e Y°°* cos(y sinx) = Z cos(nx) y" /n! és
e Y¢%%* gin (y sinx) = £ sin(nx) y" /n!

Ennek igazolasa:

e = g yeosxHysin — 5 ynei ™/ n1 = 3 y" (cos(nx) +i sin(nx)) /n! =
= e Y°°** (cog(ysinx) + i sin(ysinx))

Az egyenlet valOs és képzetesrésze adja a kivant allitast.

A mi felirasunkban & == y"%e ™/ nl = T (ye' )"/ nl = e(ye))* =e - ¥ Me
Ez mégigy isirhato: elt(x+ny)a

Itt kell egy fontos megjegyzés: Amikor az a formalis hatvanysor at kiértékeljuk, akkor

m

elészOr szor zunk, csak aztan irjuk at o -et a,, alakba! a" - a™=a"", de a, - annem
egyenlé on.mmel! e®* = e.e™ akévetkezét jelenti:

T (1+ox) " nl = e (ox) "/ n1) = 1+ (L+ax)/L + (1+ox)?/2! + (1+ox)®/3 +. .. =
=1+1+ox+(1+20x+a’x?)/2! + (1+30x+3a?x2+a’x%)/3! + (1+4ax+602x*+4ox3+atx*)/4l +. . .
Most mar dsszevonhatjuk az ax azonoskitevéjii tagjait, és azt latjuk, hogy mindbél
kiemelheté az 1+1/1!1+1/2!+1/3!+1/41+... = e tényezé. A maradék pedig éppen = (ax) "/ n! .

A szorzasok elvégzése utan atirhatjuk o -et a,, alakba, igy kapjuk a végeredményt.

HaG(x) = 1+a X+ aX? + agx’ +asx* + asx® + ... akkor ez igy isirhaté: G(x) == (Ax)",
ahol az A szimbdlum hatvanyai az a, —ek. = (Ax) " =1/ (1 - Ax) szimbdlikusan.

Tehat G(x) =1/ (1-Ax). Ezt aG(x) —et az a,, a,, a3 a4 . . . SOrozat gener ator fliggvényének
nevezziik. Ebbél derivalassal kaphatjuk meg a sorozat elemeit: d"/dx" G(x) = n!- a, az x=0
helyen. Ha G(x) =1/ (1-Ax) , akkor ennek derivaltja G’(x) = A / (1 - Ax)* . M &sr észt
G'(X) =Ll a+2 apx+3agx? ...=2 A" -nx" = AT AT X"t =

=A(A+ AN+ A+ A+ ) 2= A(A% A%+ (ALAT+ ALAD)X + (A%AZ+ ALAT+

+ AZA)CH = A(AY+H 2. Al + 3 A%+ L = AT+ 2. A%+ 3 AP +. .. ésmodt
mér lehet A = a, atirast alkalmazni. L atjuk hogy a két formula megegyezik.

Az exponencidlis gener ator fliggvényt tgy kapjuk, hogy € =2 A"x"/n! = Z a,-x"/n! .

Az o, sorozat exponencidlis gener ator fiiggvénye éppen €% volt. Ennek derivéltja
() = ae™=ge® 1 = g ™= =3 a"x"n! = T (1+a)"x"/n! , ebbél lathatjuk az
o, Sorozat rekurziés szabalyat: o™= (1+a)", azaz a;=1, oa,=(1+a)'=1+1=2,
az=(1+a)’=1+2 o+ ar=1+2+2=5, os=(1+a)°= 1 + 3 0l + 301, + Glz=
=1+3+6+5=15, ésigy tovabb.



A Fibonacci sorozat: 0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, . ..

| tt f0=0, f]_: 1, éan+1=fn +fn_1.

A Fibonacci sorozat generatorfiiggvénye G(x) = 0+ 1-x + 1.x* +2:x3 + 3x* + 5:x° + . ..

G(x) —et a kovetkezoképpen kapom meg:

Szorozzuk meg (1 - x — x*) — tel:

G(X) (1— X— X2) = fo+ (fl— fo) X + (fz— f]_— fo) 'X2 + (f3— fz— f]_) 'X3 + (f4— f3— f2) 'X4 +...=X

mert fo=0, f;—fo=1, ésatobbi zar¢jeleskifg ezés értéke mind 0.

Tehat G(x) =x/ (1-x —x?) lesz. Ez formélisan a G(x) = 1/ (1 — Fx) alakban irhato.
1+5

5 &saz 1-h= 1_2\/‘?’
h"—(1-h)"
—FE
Bizonyitds: h’=1+h,h®*=1+2h,h*=2+3h,h®>=3+5h, ésh"=f,_; +f,h.

h?*=h-1,h?=2-h,h®=2h-3 h*=5-3h,ésh™=(=1)"fp,1 + (-1)"*f,h.
(1-h)= —h™.Végil V5=2h-1, ezekbél kell dsszekombinalni éket.

A Fibonacci — szdmok ah = aranymetszési szamokkal

a kovetkezé médon allithatok €é: f, =

A fenti eléallitas birtokaban az exponencidlis gener ator fliggvény is kiszamolhato:

ehx_e(l—h)x
E(X) = eFX = .
(x) NG

Ennek segitségével igazolhatd az F* = 1 + F 6sszefiiggés. Ez azt jelenti, hogy F™" = (1 + F) ",
n
azaz f, = Z(E)fk . L&tjuk, hogy az F? = 1 + F sszefiiggés for mailag megegyezik a
k=0

h? =1 + h dsszefliggéssel. Altaldban isigaz tehét, hogy F" = f,_; + f, F. Esakkor

m m

Fn.m = (fn_l + fn F)m — Z (rkn)f n_lk ,fnm—k . Fm—k ’ azaz fn.m — Z (km)f n_lk .fnm—k .fm_k .
k=0 k=0

Ez egy nagyon szép tsszefliggés a Fibonacci — szamokra.

Beisirom a Sloane — katal6gusba, ha még nem szer epel.

gy pl. F¥=144=F>* = (1 + 2F) "= 1.1.2%, + 4-1.2%3+ 6:1.2%F, + 4-1.2'f; + 1.1.2%, =
=1.1163+ 4182+ 6141+ 4121+ 1.1.1.0=48 + 64 + 24 + 8 + 0 = 144.

F® =610 = F3° = (1 + 2F) °= 1.1.2%; + 5:1.2%,+ 10-1.2%5 + 10-1-2%, + 5-1-2f,+ 1.1.2%, =
=1.1.32.5+5.1.16-3 + 10-1.8-2 + 10-1.4-1 + 5:1.2-1 = 160 + 240 + 160 + 40 + 10 = 610.

Szimbdlikus derivalas. lehet a szimbolum szerint isderivalni a gener ator fliggvenyt.
Az A" szimbdlikus hatvany szimbdlikus derivaltja n-A"?t.
[gy d/dA 1/(1- Ax) = x/(1— AX)? lesz.

L ehet jatszogatni a gener atorfiiggvény derivalasaval is.



Példaul mi lesz a Fibonacci sor ozat gener atorfuggvényének a derivaltja?
d/dx x/(1 - x = x?) = (1-(1- X = X = x-(-1- 2L = x = x)*= (1 + x) | (1 - x — x?) 2.

dldx 1/ (1-FX)=F/(1-FX)’=F/ (1 +F>*-2Fx) =F/ (1 + (1L + F) X*— 2Fx) =
=F/(1+x*=F@2x-x%) = MiF/(1-Fx)?

(1+x2)(1—F2X X)
Nos, F-ZF"X" = ZF"™X" = (SF™ X" h/x = G(x)/x haG(x) = ZF"X" = x/(1-x = x°) .

(2x x) 2X — X?
Akkor F L2’ 1 S
2x G 2X—X%y  2X—X 2X —X 2X —X
1+ X2 1—F 1+ X2 1- — 2
R SR X (%)
1+x2 1+ %2 _
(1+x2)2 (2X —x2)([1+Xx?) - (2x —%?)? T T 22— 22X+ X2 X2 — A2 — XA 1 AX3

_ 1+x?
1-2X — X%+ 2x3+ X

L &tjuk hogy a nevezék is megegyeznek, tehat a kissé kacifantos uton is megkaptuk a

gener atorfliiggvény derivaltjat. Ez isigazolja a szimbdlikus szamolas helyességét.

- (L=x=x) =1+ X+ X =X =2+ 2C =1 -2 =X+ 2 + X"

Veégul nézzik meg, mi f, gener atorfiggvenye?
1 1 _ 1

G(X)=1_an_1_(fn—1+f”|:)x_(1—fn—1x)(1 F(l )) (1 1:nl) ((1 n1 ))_
f X
1 1-f X fnX
GO =1 X T —(1 X yo @, X)2- (=T, 20— (07
1—fn_1x fn X

Az exponencialis gener atorfuiggvennyel islehet sor ozatokat értelmezni.

Ha E(X) =1/ (1 — ZSh(x)) akkor a, = 1,2, 8, 50, 416, 4322, 53888, 783890, 13031936, 243733442, . . .
aholn=01.2,...

HaE(x) =1/ (1- 3sh(x)) akkor a, = 1, 3, 18, 165, 2016, 30783, 564048, 12057825, 294587136, . . .
HaE(x) =1/ (1 - sh(x))? akkor a, = 1,2, 6, 26, 144, 962, 7536, 67706, 685824, 7730882, 95970816, .
A Maple 7 programmal a kdvetkezé modon lehet sorozatokat csinélni:

>restart:

>E(x):=1/(1-si nh(x))"2: itt adom meg az exp. gener atorfuggvenyt.
>f[0]:=E(x):

>for n froml to 30 do f[n]:=diff(f[n-1],x) od:

>x: =0:

>seq(f[n],n=0..30);

Ez a program az el6r e megadott exp. gener ator figgvénybél konstrudal sorozatot.



