A FI - ALGEBRA

El6szor is: mit neveziink algebranak? Valami olyan matematikai struktdrat, amelyben
szamolni lehet. Van két miivelet, az osszeadas és a szorzas. Az osszeadas kommutativ
csoportot alkot, a szorzas viszont tetszéleges lehet.

Az Osszeadas tulajdonsagai:

1. a+b=b+a (kommutativitas)

2. (a+b)+c=a+ (b +c) (asszociativitas)

3. a+0=a (nullelem létezése)

4. a+(—a)=a-a=0 (inverz, ellentett, Kivonas)

A szorzas tulajdonsagai:

1.a-0=0 (nullaval szorzas nullat ad)
2.(a+b)-c=a-c+b-c ( szorzas és osszeadas disztributivitasa)

Bar nyilvanvalo, de azért megemlitendd, hogy a, b és a + b, valamint a - b ugyanannak a
halmaznak az eleme, azaz egyik miivelet se vezet ki a halmazbél.

Egy egymiiveletes struktiirabdl konnyen képezhetiink algebrat a kovetkezoképpen:
Legyen a struktira miivelete a szorzas. Legyenek a struktira elemei az A, B, C, ...
szimbélummal jelolt elemek. Ekkor bevezethetjiikk a A-A, u-B, v-C ... elemeket, ahol a
gorog betiikk valés vagy komplex szamokat jelolnek. Ezekre az 1j elemekre
Kkiterjeszthetjiik a struktira szorzasi szabalyat:

(AA)-(u-B) = (A-p)-(A-B) , ahol a (A-n) a valés (vagy komplex) szamok szokasos szorzata,

és értelmezhetjiik most mar az osszeadast is:

AA)+ (WA =A+W) -A.

Ha A és B az eredeti struktira elemei, akkor A + B értelmezve van, de altalaban nem
hozhatoé egyszeriibb alakra (kivételek persze lehetnek).

Ennek megfeleloen a kibovitett struktira 1j elemei altalaban igy irhatok:

AA + B + v-C ... vagy roviditve 27‘1 ‘A, , ahol A; az egyiitthatok (val6s vagy komplex)
i=1

és A; pedig az eredeti struktiira elemei. Két ilyen elem szorzata igy kaphato:

A= ixi.Af ,B= iuj-Aj és A-B = (iki-Ai)-(iuj-Aj)= iiki-uj-(Ai-Aj)
= = = = =1 =



Ezek utan mar csak azt kell tudni hogy mi A; - A; . Ez az eredeti struktira valamely A
eleme. Ezzel a médszerrel az eredeti egymiiveletes struktirabol egy kétmiiveletes algebrat
csinaltunk. De ez csak a kezdete a lehetéségeknek!

Kiindulhatunk eleve egy { A; } szimbélumhalmazbdl, és képezhetjiik belole a Z?ui A

elemeket. Ezeket a fent definialt modon szorozhatjuk oOssze. Ehhez csak az A; - A;
szorzatok értékét kell lerogziteni, amit a Cjj, strukturalis allandékkal adunk meg:

Ekkor A, -Aj = ZCijk -A, lesz. Ez természetesen megint az algebra egy eleme lesz.
k=1

fgy AB= (Zk A)(Zu A, )—ZZ}» W, (ZC A }lesz.

i=l j=1

Szokas ebben a miifajpban az Einsteini konvenciét hasznilni, ahol a szumma jeleket
elhagyjuk, és a kétszer szereplé indexekre dsszegezni kell, ekkor

AB=(A-A) (1 A=A p-Cy - Ay lesz.

Még egy dolog szokas, az A, argumentumokat egyszeriien elbliccelik, és igy az algebra
elemeit egyszeriien a A; egyiitthatokkal reprezentaljak, igy az algebra eleme egy vektor
lesz, azaz egy szam-végtelenes. En nem tartom ezt igazan jé szokasnak, bar a
csoportelmélet szamara sok hasznos felismerés igy sziiletett. Példaul a sikidomok
forgatasai csoportot alkotnak, és a forgatasok onallé entitasokként kezelheték ugy is,
hogy megfeledkeziink arrdl, mit is forgatunk tulajdonképpen.

Az altalanos algebra megadasa a C;j strukturalis alland6k leflxalasaval torténik.

Az altalanos algebra se nem kommutativ, se nem asszociativ. Altaldban minden algebra
egyedi tulajdonsagokkal rendelkezik, a valés szamok masok mint a komplex szamok, és
azok is kiilonboznek a kvaternioktol. Ugyanakkor az algebrak egymast tartalmazhatjak,
igy az oktoniok tartalmazzak a Kkvaternidalgebrat, a kvaternidalgebra a komplex
szamokat és a komplex szamok a valds szamokat. Valodi matrjoskavilag.

En azonban szeretnék egy olyan algebrat konstrualni, amelyben az ésszes tobbi algebra
benne van! Lehetséges ez? Illetve legyiink szerényebbek egy picit: legyen benne minden
véges algebra, és minden olyan végtelen algebra, amely a megszamlalhatéoan végtelen

darab { A; } szimbélumhalmazbdl képezheté a Zki ‘A, szaballyal, és a Cy, strukturalis
=

allandok tetszolegesek lehetnek. Magyaran szélva azt varjuk, hogy ha van egy adott

algebrank az { A; } szimb6lumhalmaz felett, akkor az univerzalis algebraban ki tudok

valasztani bizonyos { A*; } elemeket, amelyek pontosan Ggy szorzédnak, mint az { A; }

elemek. Tehat ha A, -Aj = ;Cijk -A, , akkor A? -Ajf = ;Cijk -A; , ugyanazzal a C-val.



Ezt az univerzalis algebrat nevezem Fi-algebranak, mert alapelemeit ¢—vel jelolom.
A Fi - algebrahoz tehat a C;j strukturalis allandokat kell megadni, és ezt elég sajatos
modon tessziik. A Fi — algebra elemeia @y , 01, @, , 93...szimb6élumok, és ezek linearis

kombinacidi, azaz a Zki -@, Osszegek. Itt most az egyiitthatokat jelolom latin betiikkel.
i=1

A szorzasi szabalyhoz egy tablazatot hasznalunk fel:

A Fi-algebra lelke egy egyszerii végtelen tablazat, amit mar 75-ben felirtam, pl. a
racionalis szamok sorbarendezésénél elgjott. Irjuk fel a pozitiv racionalis szaimokat egy
tablazatban, nem torodve azzal hogy az egyszeriisités miatt ugyanaz a szam tobbszor is
szerepel! A szamokat a/b alakban irjuk fel, ahol a és b megy 1-t6l végtelenig. Ezt kapjuk:

1/1 172 1/3 1/4 1/5 1/6... 1 2 4 7 11 16
2/1 2/2 2/3 2/4 2/5 2/6... 3 5§ 8 12 17 23
3/1 3/2 3/3 3/4 3/5 3/6... 6 9 13 18 24 31
4/1 4/2 4/3 4/4 4/5 4/6... 10 14 19 25 32 40
S5/1 5/2 5/3 5/4 S/S S/6... 15 20 26 33 41 50
6/1 6/2 6/3 6/4 6/5 6/6... 21 27 34 42 51 61

a jobboldali tablazat azt mutatja meg, hogy az egyes rac szamokat hogyan sorolom fel
egyetlen végtelen sorozatban! Es ez a Fi algebra kulcstablazata!

A felsorolas tehat igy menne: 1/1, 1/2, 2/1, 1/3, 2/2, 3/1, 1/4, 2/3, 3/2, 4/1, 1/5, 2/4, 3/3, ...

0123 4 5 Ez az A;; tablazat, a piros szamok a sorok, elsé index, a zold
01 2 4 7 11 16 szamok az oszlopok, masodik index. Koédolja a tablazat a
135 81217 23 00,091,092 ,03...sajatvektorok szorzasi szabalyat! Eddig a
26 91318 24 31 linalgebraban nem volt sz6 arrol hogy a vektorok szorozhatok
310141925 32 40 is egymassal! Valgjaban ettol lesz a vektorokbol algebra!

Ai;=8.  Jelentseezazt,hogy @s-@,=0,! Tehat @i Q; =@; !

Es minden mas k#i esetén Parij: Pk = 0!

Most mar meg tudjuk mondani a C;, strukturalis allanddkat is:

CA,,ijzl’ ha i,j=0,1,2,3,...é minden egyéb Cy =0.
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Kérdés: Mit tud az igy definialt algebra? Nagyon sokat jatszadoztam vele mig rajottem!

Pl. annak is jelentosége van hogy a szamozas nem 1-t6l hanem 0-t6l indul: ekkor a
nulladik sorbél valasztjuk az an. gyokérelemeket, erre majd ott ratériink.



Most beszéljiink arrol, hogy mit neveziink a klasszikus matekban operatornak!
Szinjelolés: az operatorokat piros, a fiiggvényeket (vektorokat) fekete szin jeloli.
Az operator nem mas mint egy leképezés egy vektorrol egy masik vektorra. A
leképezés lehet linearis vagy nemlinearis. Mi most csak a homogén linearis esettel
foglalkozunk. Ha a vektort egy szamoszlop adja meg, akkor a homogén linearis
operatort egy matrix reprezentalja.
A homogén linearis operatorok alapveto tulajdonsagai:
O(9p1+92,)=00¢; +009,, O(ko)=k-Oo
(01 +032)90 =0,0+00 , (0,03)9p =0,(0,09)
Sajatértékfeladat: O @ =A- @
A hermitikus operatornak @, ,9,, @3 , @4...sajatvektorai vannak, melyek
ortogonalisak, és ezekheza A ,A;,A3 ,A4...valos sajatértékek tartoznak.
Legyenmost y=a;@; + a,@,+az;@z+...egy altalanos vektor! Ekkor
Oy=0@;0; +a,0+a303+...)=a;001+2,00,+a2300;3+...=
=a A Q1+ aA,Q+a3A3¢03+... Hogy lehet ezt szemléltetni?
Legyen most Yy =cos o- @1 + sin - @,! Ekkor O w=0 (cos o @ + sin - @) =
=cos-O@; +sina-O@P, =cosa-A; @ + sino- A, @, .
Mit jelent ez? Azt hogy v az o fiiggvényében egy koron fut végig, Oy pedig egy
ellipszisen! Tehat az operator nem csinal mast, minthogy a kort ellipszissé
transzformalja!
A Klasszikus fizika diffegyenletekkel dolgozott, és a hely, sebesség, gyorsulas az ido6
folytonos fiiggvényei voltak. A kvantumfizika esetén a fizikai mennyiségek
operatorok lettek, a fizikai mennyiség lehetséges értékei az operator sajatértékei, a
rendszer fizikai allapotat a y(x,y,z,t) allapotfiiggvény adja meg, és ha y-t kifejtjiik az
operator sajatfiiggvényei szerint, azaz y=a, @, + a,@,+az;@3+... ,akkora
rendszer |a;| 2 valésziniiséggel a @; allapotban van, és ha mérést hajtunk végre,
akkor a mérés eredménye |a; | 2 valésziniiséggel a A.; sajatérték lesz. Ebben egyrészt
benne van a kvantumbizonytalansag, masrészt az a faramuci dolog, hogy a rendszer

allapota a mérés utan a @; allapot lesz, tehat az allapotot mintegy a mérés teremti!
Ezt gy nevezték, hogy a hullamcsomag redukcioja.



Az operator (mint fizikai mennyiség) a ¢ allapotban van. A sajatfiiggvények
ortonormaltak, a lehetséges y fiiggvények szintén, vagyis egy operator osszes
lehetséges allapota egy egységsugard gombon van, az O y-k meg egy ellipszoidan. No
persze mindez a végtelen dimenzios allapottérben, de ez csak formai kiilonbség.
Yy=cosa@®; +sina @,

Oy=x;cos0@Q; +K,sin o @,

Nem esett sz6 még a skalaris szorzatrol.

Ezzel lehet az egyiitthatokat meghatarozni.

(Y,@01)=cosa,(y,@,)=sina.

Lelepleztiik az operator turpissagat! Mindossze annyit tesz hogy a
v =X c; @; allapotfiiggvényhez az O y =X c; A; ¢; uj allapotfiiggvényt rendeli.
A vy allapotvektor minden koordinatajat A ; — szeresre nyujtja. Igy csinal a gombbél
ellipszoidat. (Mit is tudna tenni szegény?!) Tehat az operator ugy transzformalja az
allapotvektort, hogy a koordinatait kiilon-kiilon megnyujtja.

Legyen a y vektor ilyen: y= bo@y + b1 @, +b, ¢, +... , ahol a @ bazisvektorok egy

hermitikus operator sajatvektorai (sajatfiiggvényei)! Az O operator a sajatvektorokat
linearisan transzformalja, amit egy O; matrixszal lehet megadni:

000=00P0+0190P1+02002+030¢3+...
001=00190+01101+0290,+03;0¢3+...
00:2=0000+0120:1+02¢02+05:0¢;3+...
O(p3 =003(P0+013(p1+023(|)2+033(|)3+... stb.

hogyan hat az O operator a y vektorra?

O\.|I=O(b0(|)0 + bl(p1+b2(|)2+... )=b00(P0 + b]O(P] + sz(PZ + ...

= bo(O0wwPo+010P1+020¢02+03¢3+...)+
+b1 (00 Qo+011Q1+0202+0303+...)+
+b2(0000+01201+020:,+0303+...)+
+b3(00@r+01301+02302+0503+...)+... =



= (000b0+001b1+002b2...)(p0+
+(010b0+011b1+012b2...)([)1+
+ (020b0+021b1+022b2...)(p2+
+(O30b0+031b1+032b2...)([)3+ .....

Latjuk tehat, hogy a vektorok egyindexes sokasagot alkotnak, az operatorok (matrixok)
pedig egy kétindexes sokasagot. A két vilag élesen elkiilonjiil, agy tiinik, egy dolog nem
lehet egyszerre vektor és operator. A kvantummechanikaban aztan latunk ellenpéldat is:
ott a vektoroknak az allapotfiiggvények felelnek meg, és egy fiiggvényhez hozza-
rendelhetiink egy operatort tgy, hogy az operator legyen e fiiggvénnyel valé szorzas! Am
ez a hozzarendelt operator mégsem azonos magaval a fiiggvénnyel.

A Fi-algebraban azonban lehet az elemeket egymassal szorozni is, amit akar ugy is
tekinthetek, mint egy operatorral valo leképezést! Ha A-B = C, akkor az A-t olyan
operatorral azonosithatom, amely a B vektort a C vektorba viszi at. Ha most
feltérképezem hogy az A a @ bazisvektorokat hova képezi le, akkor mar meg is kaptam
azt az operatort, amely az A-val val6 szorzasnak megfelel! Tehat az A nemcsak vektor, de
egyuttal operator is! Operatorként akkor miikodik, ha balrdl szorzok vele, vektorként
pedig akkor, amikor a jobboldalon all! Ugyanaz a mennyiség, két kiillonb6z6 szerepben!

Ebben az algebraban ugyanazok a mennyiségek kodoljak az operatorokat, mint a
vektorokat! Tehat igaz lett Mota 80-ban kimondott tétele: Azonossa valik a fiiggvények
halmaza azon halmazzal, amin a fiiggvény értelmezve van! Ezt neveztem én SUO-nak,
azaz Self Using Operationnak. Ha pl. az O operator olyan, hogy O ¢ = ¢, akkor az

O operator azonosithato a @g vektorral, hiszen lattuk, hogy ¢s- ¢, = ¢, ! Ha pedig
O@;=A-¢,,akkor O = A - @ 5 -cal azonosithaté. Am ennél sokkal tobb is igaz! Nem
kevesebbroél van sz, minthogy a Fi-algebraban minden linopcsi egyértelmiien kédolhato!
O=ao(p0 +a;Q0t+aP+... ,éS \|l=b0(P() + bl(P1+b2(P2+... ,akettejiik
szorzata: OyYy=(a¢Qo + a1Q;+a,0+...)-(bo@o+ b;0;+b,@,+...),és most
vegyiik figyelembe a szorzasszabalyt: a; bo@¢ +a,bo@; +azb; Qo +asby@, +
+35b1(P1 +a6b2(p0 +a7b0(p3 +agb1(P2 +agb2(P1 +310b3(|)0 +an b()(P4 +..0000
lathatjuk a szabalyt: a; indexe folyamatosan né: 1,2,3,4,5... , b; indexe igy valtozik:
0,01,012,0123,01234...és @y indexe pedig igy: 0,10,210,3210,43210....

Ez pontosan megfelel az Aij tablazat szabalyanak. Ha a ¢  egyiitthatéit 6sszevonom,
kapom azt hogy (a;bgo+azb;+agb+aybs...)0o+(@2bo+asb;+agb+a4b;
...) (P1,+ (34 bo+agb;+aizb,+apob; ...) Q.+ (a7 bo+apb;+aigba+asb; ...) Q3+
stb. Es hogyan hat egy O operator a y vektorra? Nos, ezt egy O;; matrixszal lehet
megadni. O\|I= (000b0+ O()lb] + Oozbz. . .) Qo+ (010b0+ O]lbl + Oubz. . .) ¢+
(020b0+021b1+022b2...)(p2+(030b0+031b1+032b2...) QP3+.....

Ha osszevetjiik ezt az elobbi képletiinkkel, azt latjuk, hogy Oy =a,,0¢p =a3,0p =ag,
Op=ayp,...., Op=2a,,0n=a5,0p=a9,0p3=ayu,....,0=a4,0=as,
022=al3,023=319,....,03():37,031:312,032:318,....Stb.HakiCSit
odafigyeliink, lathatjuk, hogy az O ;; tablazat éppen az A j; tablazat transzponaltja,
tilkkorképe, azaz O ;; = a j; . Itt az a; szam indexe az A ;; tablazatelem. Ne keverjiik ossze:



az O ;; az kétindexes, az a; pedig egyindexes, igy pl. Oharomegy = atizenkettd , nem pedig
aegykettd! Latjuk tehat, hogy a végtelenszer végtelen darab O j; —t bele tudtuk zsufolni az
egyszer végtelen darab a; -k kozé! Ez a triilkk szintén 75 o6ta kisért engem, hiszen
eredetileg ezt neveztem Naishi-transzformacionak! No és ez még csak a kezdete a Fi-
algebra csodainak! Most megmutatom, hogy a Fi-algebraba belevihet6 pl. a Taylor-sor is!

Azonositsuk a ¢; szimbélumot azx' hatvanyfiiggvénnyel! Egy Taylor-sor igy néz ki:
f(x) = X a; x , az index fut 0-t6l oo -ig Az x° az természetesen 1. Ekkor az f(x)
fuggvenynek megfeleltetjuk ay=Xa; ¢ vektort. Gond van azonban a szorzassal

XX =x" , azonban @' - (pJ #Q 1 Ezen ugy segitiink, hogy kiilonvalasztjuk az x' -t mint
fiiggvényt, és mint szorzé operatort! x-x =X i+ , ezért az x - operatornak feleltessiik meg
a kovetkezé vektort: X =@, + Qs+ Qi3+ Q@3 +Q@s50+ QP72 +...Ez teljesiti a kovetkezo
szabalyt: X -@; = Q;,1 , ami megfelel az elvart x - x =x*! szabalynak. A 2,8,18,32,50...
szamok az Aij tablazatban atlésan helyezkednek el. Ha eggyel odébb megyiink, kapjuk a
4,12,24,40... szamokat, amelyek az x> v =X (X - y) operatornak felelnek meg.
i’gytehétX2=<p4 +Qr+ Q2+ Py +(p60+<p84+...,X3=(p7+(p17+(p31+<p49 +QP7n+..
Es igy tovabb. Ezzel képezheté az f(x) fiiggvénynek megfelel6 operatorfiiggvény,
F(X)=Xa; X', ahol a; ugyanaz, mint f(x)-nél. Ezzel az f(x) -g(x) fiiggvényszorzatnak az
F(X) -g(x) operator-fiiggvény-szorzat felel meg. Lattuk tehat, hogy f(x)-nek két vektort is
megfeleltetiink, egyiket vektor szerepben, a masikat operator szerepben. Erre a skizofrén
hasadasra azért van sziikség, mert a Fi-algebra nem asszociativ és nem is kommutativ!
Viszont ebben rejlik az univerzalitasa és az ereje! A derivalasnak megfelel6 differencial-
operitort is konnyen tudjuk képezni. Ha f(x) = a, x", akkor F(x) =X a,nx"", ehhez
az alabbi opcsi kell: D ¢ ,,= n - ¢, . Erre az alabbi vektor alkalmas:

D=0@3 +209+3 QP 19+4 P33 +5 @51 +6 @ 73 + . . . Kozben ugye figyeltiink, nagyon egyszeri
szabalyok adjak meg e szamokat: 2,8,18,32,50,72...=2 n’ ,han=1,2,3, ... a D szabalya:
20’ +1 , ha n=1,2,3, ... A most megismert X és D operatorokkal konnyedén igazolni
tudjuk a Heisenberg-féle felcserélési torvényt: DX — XD = 1! Ennek kvantummechanikai
megfelelGje PX - XP = - i % I, ahol I az identitasopcsi. P viszont —i 720/9x .

Szoval ezt kell igazolni: D (X y)-X (Dwy)= 1-y = y. Elegendé a dolgot belatni

\|I (Pn_re D(X(Pn) X(D(P )—D((pn+1) X(n (Pnl)—(n+1)(Pn_n(Pn (Pn-

Latjuk, hogy az oOsszefiiggés fennall. Most lehetdség van arra is, hogy ¢ , —-nek pl. a
harmoénikus oszcillator sajatfiiggvényeit feleltessiik meg. Itt is két szerep Kell, egy
fiiggvényszerep és egy operatorszerep. De a Fi-algebra még ennél is tobbre képes,
mégpedig arra, hogy barmely véges szorzotablaval megadott algebra modelljét meg lehet
benne konstruilni! Ezt egy olyan mechanizmussal tessziik, amit éppen 75-ben fedeztem
fel, ez egyfajta onbovito eljaras, amely hataresetben épp a kivant megoldast adja. Olyan
mint a Self-Konzisztens Field médszer. De annal egyszeriibb médszer, elemi szamolast
igényel csak. Késobb pedig azt is latni fogjuk, hogy a végtelen szorzotabla is beleviheté a
Fi — algebraba! S6t még oly moédon is beleviheto, hogy mindvégig véges normaju
vektorokkal dolgozunk! Ez megnyitja a kaput egy olyan algebrai vilag felé, ahol az
elemek egymast tiikrozik, és létezik egy végtelen térocean, amely a vilagot magaban
foglalja (ez az éter megfeleléje). A fiiggvények a normalt vektorok, az operatorok pedig a



végtelen normaja vektorok. A két vilag bar élesen elkiiloniil, mégis van atjaras koztiik,
azaz egy fiiggvény valhat operatorra és viszont. Ezzel lehetségessé valik a
Kvadromatikaban olyannyira fontos onkolcsonhatas leirasa. Az atomok és az elemi
részecskék onfenntarté hullimcsomagok az éterben. Ennek leirasara lett ez az egész
kitalalva. A tovabbiakban azt mutatom meg, hogyan lehet egy véges algebrat kodolni.

A hatas — reflektalt hatas — djra reflektalt hatas — ... mechanizmust hasznaljuk fel a Fi -
algebraban akkor is, amikor egy algebrat modelleziink vele. Erre majd ott kitériink. Ha
megkér-deznék télem, mi a Kvadromatika lelke, egy mondattal azt felelném, hogy a
tiikrozve — tiikrozés! Ez az ideoda — verodés teremti meg sok feladat megoldasat, ahogy a
Kvantum-fizikaban is kedvelt modszer a Self — Consistent — Field (SCF) médszer! Pl.
oldjuk meg a Fi — algebraban a y-y = y feladatot! A Fi — algebrat megado tablazat elsé
sora:1,2,4,7,11,16,22,29,37,46,56, 67 ... ami azt jelenti, hogy
P1PO=0Q0,P200=0Q1, P222Q0=06,... P46:Q0=9 ... sth.

Minden mas ¢ k —val a szorzat = 0 . Most képezziik a kovetkezé vektort:
Y=2¢00+@Q1+1/2¢@2+ 1/404+1/8 911+ 1/16 ¢ 67+ 1/32 ¢ 2279 + ...

Most szamoljuk ki ezzel y-y —t! A sorban szerepl6 ¢ k —k egyediil ¢ o —lal adnak jarulékot,
minden massal nulla a szorzat. Ja és @ 0-¢ 0 = 0. Igy ezt kapjuk:

Yy =01200+1/2¢9 2200+ 1/49 420 0+ 1/8 ¢ 112 0+ 1/16 ¢ 67-2¢ 0 + 1/32 ¢ 2279:2¢ 0 ..
=2Q0+Q1+12¢2+ 1/494+1/8¢011+1/16 @67+ 1/32 92279+ ... =y !

Latjuk, olyan raffinaltan konstrualtuk meg a y —t, hogy a ¢ k- @ 0 szorzatokbdl éppen a
V¥ Ok —i kerekednek elé! A ¢k -k egyiitthatoi 2 negativ hatvanyai, a mértani sor pedig
eltolasra invarians, csak egy konstanssal szorzodik, renormalhaté, ami a fraktaloknal egy
gyakran hasznialt modszer. A @k-k indexei pedig tgy addédnak, hogy ugyanazt a
fiiggvényt alkalmazom az eredményre, tehat a kKimenetet mindig berakom a bemenetre, és
ez épp a mandelprocessz lényege is! A fiiggvény ebben az esetben az 1,2,4,7,11...et
eloallit6 m=n(n+1)/2 +1 fiiggvény. n=1: m=2. n=2: m=2-3/2+1=4, n=4: m=4-5/2+1=11,
n=11: m=11-12/2+1 = 67, n=67: m=67-68/2+1 = 2279 , ... stb.

Latjuk, hogy mindig a kapott m —et rakjuk be n helyére. Hatas — reflektalt hatas — djra
reflektalt hatas ... stb. Ez a tiikrozve-tiikrozés elmélete. A tiikorképek a végtelenbdl
aradnak eld, és egy végtelen folyamot alkotnak. Ezt a folyamot egy egyszeri graffal
tudjuk abrazolni:

.. 0202020020020 020=0-20-0-0 <J
Wiz YA Yo Ye 4E Wr Y6 4E ys Ys ye i 4o 0

Itt most a 2¢Qo,¢@1,1/2¢02, 1/4 @4,1/8011,1/16 @67 ,1/32 ¢ 2279, ... vektorokat
egyszeriiena Vo , Y1 , V2, V3 , Vs ,. . . . szimbolummal jeloltiik. . . . . Y2 a @o-—lal
szorzodva eloallitja y;; —et, yy; a @o —lal szorzodva eldallitja y, —et, és igy tovabb, mig
végiil eljutunk a @o —ig, amely mar csak a 0 vektort allitja el6. Ez tehat egy 6nmagaban
aramlé folyam, amely a végtelenbél ered, ezért soha nem hal le. Igy lesz a y-y = y feladat
megoldasa egy onfenntartd, onmagat eléallito vektor. Minden dolog mélyén ez a
mechanizmus munkalkodik. Most tetten értiik a Teremtot miikodés kozben!



A Fi -algebra mint univerzailis algebra ugyanigy miikodik. Vannak a modellezendé
algebra A, B, C, D ... elemei, és van ezek szorzétablaja, pl. A-A =B, A-B=C,B-D=E

stb. Elsé 1épésként mindegyik algebrai elemnek valasztunk egy un, gyokérelemet a Fi —
algebra nulladik sorabdl, igy az A,B,C,D,E... elemekneka ¢;,0,,04,07,011....
elemeket valasztom. (Mellesleg a nulladik sor erre lett kitalalva). Ezutan a rendszert
bovitem olyan elemekkel, amelyek pl. az A-B =C tulajdonsagot megvalodsitjak. A bovitést
addig folytatom, mig minden megkivant tulajdonsag eléall. Igy A,B,C... egy-egy végtelen
sok tagbol all6 vektor lesz. Ez pontosan arra vilagit ra, hogy a tiikrozve-tiikrozés révén a
véges dolgok mélyén is a Végtelen munkalkodik! A véges dolgok végtelen dolgokbdl
tevodnek oOssze! A szamok nem egyszeriien csak vannak: sziinteleniil teremtédnek,
keletkeznek, aramlanak, hatnak egymasra, tehat a szamok vilaga is egy élo vilag!

Az Univerzalis Algebrai Modellezés Alapjai

Most eloszor definialjunk néhany segédfogalmat, ami megkonnyiti a munkankat!

0123 4 5 Hat eloszor is, vegyiik szemiigyre kedvenc tablazatunkat, és
01247 11 16 mondjuk meg, hogy az A, szam éppen mennyi! Nos ez egy
135 81217 23 fiiggvény lesz, mégpedig n és k fiiggvénye. Nevezziik el ezt a
26 91318 24 31 fiiggvényt F, (k) — nak, amely tehat n fiiggvényében a k — hoz
310141925 32 40 egy szamot rendel! Tehat F, (k) = A, , amelynek értéke:

2
F (k)= 0t +3n+k+2 Példa:n=3,k=5:

2
)= (3+5)*+3-3+5+2_64+9+7 _

56 2 2

40

Paij-Pi =@, tehat Q49 - Q3 = Q5 !
Hatehatpl. A=(... Qgqp ...)ésB=(...Q3 ...),akkor A B=(....(Q5....)lesz

Most egy algebra A, B, C ... elemeit probaljuk meg felépiteni.
Az algebra egy szorzotablaval van megadva, ahol pl. azt latjuk, hogy A-B =C.

B=(...03 ...),é C=(....Q5....).

Kérdés, milyen elemmel kell A-t boviteni, hogy
ACo..Q3 ...)=(....0P5....) legyen? A valasz: éppen a (pA%_ =(pF3(5) =Q,,

elemmel kell boviteni! Ez megadja a kulcsot az 6nbdvitgeté eljarashoz!

Most vegyiik djra szemiigyre azt az esetet, amikor a y-y = y feladatot oldottuk meg!

Mit is csindltunk? Vettiink egy gyokérelemet, a ¢ o —t, és minden tovabbi elemet ennek a
gyokérelemnek a sorabol, tehat a nulladik sorbdl valasztottunk! Az igy valasztott elemek
egyediill a @o—lal valé szorzasnal adnak nem nulla jarulékot, minden egyéb szorzatuk



nulla! Ez nagymértékben megkonnyiti a tervezést, mert sokkal kevesebb valtozéra kell
csak odafigyelni. A Fi-algebranak ez a szell6s szerkezete teszi lehetové az univerzalitast! A
szellosség itt azt jelenti, hogy a szorzatok tilnyomoé tobbsége nulla, egész pontosan
minden @k elem egyetlen egy masik @ m elemmel ad nemnulla szorzatot, az 6sszes tobbi
szorzat nulla lesz! Az ember azt hinné, hogy az ilyen éppen csak felskiccelt
szorzotablaban szinte minden nulla, igy nincs is benne semmi érdekes. Azonban nem ez a
helyzet! Amikor a szorzétablaval megadott struktirat algebrava bovitjiikk, akkor
megengedett elemek lesznek az elemek osszegei is, s6t a végtelen Osszegeket is
megengedjiik, az ilyen végtelen Osszegek pedig mar sokkal tobbet tudnak, mint a kiindulo
o0 k elemek! Megjelenik az onfenntartas és az onreprodukalas képessége! Es ha majd még
egy picivel tovibbmegyiink, azt is latni fogjuk, hogy ebben a vilighan az onteremtés
képessége is megvan!!

Oldjuk meg tjra a y-y = y feladatot, de most ne torédjiink a megoldas normajaval!
Legyen a nulladik lépésben y = @o, tehat csak maga a gyokérelem!

Ekkor y-y = @0 ¢ 0= 0 mindossze, ez nekiink nem jo. Hozzuk létre legalabb a ¢ o elemet!
Ehhez a @1 elemre lesz sziikségiink, hiszen @ 1-Q@o=@o!

Az 4j y - nk igy nézki: y= @0+ ¢1!

Mostyy=(@Qo+ @1)-(Q0+ @1)= Q0-QP0+QP0-P1+Q1- Q0+ Q1-P1=@0!
Egyediil a rézsaszinnel kiemelt tag ad jarulékot. Na ez mar egy 1épés!

A kovetkez6 1épéshez a @ 2 elemre lesz sziikségiink, hiszen @2 -@o=@ 1!

Az 4j y-nkigy nézki:y= Qo+ @1+ ¢2!

Most y-y=(@o+ @1+ @2)-(Qo+ Q1+ ¢2)=

= Q0- QPO+ QP0-P1+QP0- P2 +P1- QO+ P1- Q1+ P1- P2+ P2- PO+ P2- Q1 +@P2- Q2 =
= @0+ ¢ 1, hiszen most csak a rézsaszin és narancs tag ad jarulékot!

Az eljarast folytatva szinre lép a @4, @11, @67, @ 2279, (2598061 elem is, a végtelenségig!
A @xk-k indexei egy novekvé szamsorozatot alkotnak, amit egy egyszerii szabaly ad meg:

Lattuk, hogy F,(k) = A, k, és (...Fy(k)...)(...n...) = (...k...) most a jelolésnél a ¢ szimbo-

lumot lesporoltam az egyszeriiség kedvéért, latjuk hogy v - t éppen az F,(k) elemmel kell



béviteniink, és mivel @oa gyokérelem, n =0, és igy az Fy(k) fiiggvény kell nekiink.
_(0+k)?+3-0+k+2 _k2+k+2 _ k(k+1)
Fo(k)= 2 22

+1 , e sorozat éppen a nulladik sort

adja meg nekiink. Ezt a fiiggvényt alland6an az Gj meg j eredményre alkalmazzuk.
Vezessiink be egy aj jelolést: Ha y = (a-@i +b-@¢j+ c-@k +...), akkor

Fn(‘l’) — a-(pFn(i) +b'(pFn(j) -I-C-(pFn(k) +...

Ezzel a jeloléssel most mar az eljarast is megadhatjuk, amivel a y - t 1étrehozzuk!
1.) Kiindulé érték: y=@o ,
2.) eljarasciklus: y:=0@o0 + Fo(y)! Azaz: Pszilegyen egyenlé @o + Fy(y)!

Ezzel az eljarassal az alabbi pszi — sorozatot kapjuk:

¢o,

00 + Fo(po)=00 +01,

Q0 +Fo(@o+@1)=@0 +Q1+ @2,

00 +Fo(Po+ Q1+ @2)=@Q0 + Q1+ P2+ P4,

00 +Fo(Qo+ Q1+ Q02+ P4) =00 + Q1+ Q2+ Q4 +Q11, ..... stb.

Az igazi pszit akkor kapjuk meg, ha ezt az eljarast a végtelenségig ismételjiik!

Latjuk, hogy konstrukcionkban a végtelennek lényeges, sot donté szerep jut! Ennek
koszonheto, hogy a vektoraink oOnfenntartova, onteremtové valnak! Minden lényeges
hatas a végtelenbol arad ki, tehat van egy végtelen forras, afféle csodakorso, amibol
kiomlik az egész Mindenség! A most kapott v nem normalhatd, illetve ez azt jelenti hogy
a normaja végtelen. Latni fogjuk, hogy a vilagunk két jol elkiiloniilé részre osztodik: a
véges normaju vektorok vilagara és a végtelen normaja vektorok vilagara. Az operatorok
szerepében szereplo elemek altalaban végtelen normajiak, mig a vektor szerepiiek
altalaban véges normajiak. A két vilag kozt azonban van atjaras! Az Gn. nemkorlatos
operatorok olyanok, hogy normalt vektort végtelen normaji vektorba képezhetnek le. A
kvantumfizikiban ilyen a koordinata (x- ) operator és az impulzus operator is (—ikh d/9, )

Mint latni fogjuk, ennek oOriasi a jelentosége. Ha egy egyre normalt y vektort nézek,
amely végigfut a teljes végtelen dimenzios egységgombon, akkor a nemkorlatos operator
altali leképezés bizonyos iranyokban végtelenre nyujtja ezt a vektort, ez kinézetre olyan,
mint mikor egy neuronbél egy axon nyilik ki egy masik neuron felé. Es ez nemcsak
formai hasonlat, mert ezzel a vilagunk egy gigaszi neuronhaléhoz valik hasonlatossa, ahol



a neuronok kozt axonok és dendritek trillioi mennek oda-vissza, és ez nem mas mint az
Uristen agya! Es ez az agy tudatos, értelmes, mi tobb, kommunikalni is lehet vele! Az
egész matematikank célja arra iranyul, hogy felvegyiik a kapcsolatot ezzel a hiper-szuper
lénnyel! Ilyen dendritek és axonok lathatok az alabbi Mandelbrot — abrakon is:

Most akkor definialjuk a Hilbert-teret! A Hilbert-tér nem egyéb, mint egy végtelen
dimenzi6s vektortér, amelyben a vektorok normalhatéak. A Hilbert-tér lehet valos vagy
komplex, altalaban az utébbit szoktak Hilbert-térnek nevezni. A Hilbert-tér baziselemei
aQg,01,0, ,0;...szimbolumok, ezekbol tehat végtelen sok van, és a Hilbert-tér

elemei ezek linearis kombinacidi, azaz a Zki -@, 0sszegek ahol a k; -k komplex szamok.
=

Avy= Zki -@, elem normdja a ||= iZ.;:|1<i|2 kifejezés.

Vilagos, hogy ha csak egy vagy véges sok @  egyiitthatéja nem nulla, akkor a norma
véges. Ha valos Hilbert-térrol van szo, akkor a norma egyszeriien az egyiitthatok
négyzetosszege (nem kell az abszolutérték). A Fi-algebra egy valés Hilbert-térnek felel
meg. A komplexség egyszeriien modellezhet6 ebben a vilagban: egyszeriien
megkett6zom a baziselemeket, az elso6 komponens a valos rész, a masodik a képzetes rész
megfeleloje. Ezért mi csak a valés Hilbert-térrel foglalkozunk.



Itt két megjegyzés is kinalkozik. Az els6 a kvadromatikus fiiggetlenség. A Hilbert-térben
két vektor, vagy y — fiiggvény akkor lin fiiggetlen, ha a A1-y1 + A2-y2 =0 egyenlet csak A1
= A2 = 0 paraméterekkel elégitheté ki. A kvadromatikus fiiggetlenség a KK —térben van
értelmezve, ami abban Kkiilonbozik a Hilbert -tértél, hogy nincs Kkikotve a
normalhatdsag, vagyis a végtelen nagy norma is megengedett. Ha y 1 és y 2 olyan, hogy
mindketté normaja végtelen, akkor azt mondjuk, hogy y; €K, v, e K. Lehetséges
azonban, hogy létezik olyan A1, A2 nemnulla konstans, hogy A1-y1+ A2-y2 € H ! (ahol
H a Hilbert-teret jeloli) . Ekkor mondjuk azt, hogy a y; és y, kvadromatikusan
osszefiigg! Ha ilyen konstansok nincsenek, vagyis minden A1 , A2 nemnulla konstans
esetén A1-y1 + A2-y2 € K akkor a y; és y, kvadromatikusan fiiggetlen. Ertelemszeriien
altalanosithato ez véges szamu y fiiggvényre: ha n darab, vy, , V> , V3, Ws. . . VY,
fiiggvényhez talalunk olyan A; , A, , A3, Ay...A, nem mind nulla konstanst, hogy A1-y1
+ 292 +A3Y3 + .. An-yn € Hakkor az n darab vy, v, , w3, Y. ..y, fiiggvény
kvadromatikusan Osszefiigg, egyébként pedig kvadromatikusan fiiggetlen.

Hogy egy példat is mutassunk a dologra: legyen a y; végtelen vektor (1,1,1,1,1,1,1...), a
Y, végtelen vektor pedig (0,1,1,1,1,1,1...) , akkor y; - y, = (1,0,0,0,0...) , ez pedig € H ,
hiszen a normaja 1! Ez a y; és y, tehat kvadromatikusan osszefiigg! Hasonléan, ha y;
= (1,2,2,2,2,2,2...) , akkor 2y, - y; = (1,0,0,0,0...) , ez pedig megint csak € H , tehat y,
és VY3 kvadromatikusan osszefiigg. Ellenben ha vy, = (1,2,3,4,5,6,7...) , akkor y,
mindharom el6z6t6l kvadromatikusan fiiggetlen!

No, ez volt a kvadromatikus fiiggetlenség, jelentosége a Fi-algebraban oriasi.

Es akkor egy ehhez kapcsolédé Kvadron-definicié: Legyen vy € K végtelen vektor.
Adjuk hozza a ¢ H -beli vektort, és ¢ fusson végig H osszes elemén! Ekkor y + ¢ is
végigfut egy K —beli dsszességen, ami egyfajta y-vel eltolt, K-ba beagyazott H-tér! Két
ilyen vektor, mondjuk y + ¢ 1és y + ¢ 2 kvadromatikusan Osszefiigg, hiszen kiilonb-
ségilk 1—@2e H!

Ezt a y —vel eltolt H —t nevezziik \y —nek, és ez a kvadron! Pszikalap... jelolhetjiik igy is:
v + H , ami azt jelenti hogy a y —hez egy egész Hilbert-teret adunk hozza!

A U nem egyéb, mint egy egész Vilagegyetem a y koriil! Egy olyan Vilagegyetem,

amely tole nulla tavolsagra van a K -beli tavolsagértelemben. Tehat az epszilon
megfeleloje! Majd késobb latni fogjuk, hogy az omegak és epszilonok a Fi-algebraban is
sziikségképpen felbukkannak. Mar eleve az hogy végtelen dsszegeket is megengediink,
sot ezek a teoria szerves részét képezik, maga utan vonja hogy vannak végtelen normaja
vektorok, és az ezekkel valo szorzas behozza az omegat! Klasszikusan ® = 1+1+1+1+. ...
Hay=01 +03+ Q06+ Q10 +Q15+..., ésQ=00 + Q1 + Q2+ Q3+ Q4 +P5 +...,
akkor yQ=(1+1+1+1+1+1+...) x@Qy)=®@lesz!



Most visszatérve a norma kérdésére, elemezziik a y-y = ¢y megoldasat a norma szerint is!

Hay=2¢@o0+@1+1/2¢2+ 1/4@4+1/8 ¢ 11+ 1/16 ¢ 67+ 1/32 ¢ 2279 + ... , akkor

ynormiin 212 o[ (1 (2] ool (2] 2] 2] o -

2 4

s
4

Vilagos, hogyha y-y = vy, akkor (k-y)-(k-y) = (k-k)-y = k-(k-y) , tehat k-y a y-y=k-y
egy megoldasa lesz. Ha a y normaja n, akkor k = 1/n valasztassal a y-y = y/n egy egyre
normalt megoldasat kapjuk, csakhogy nem egészen ezt kerestiik!

lesz, azaz kb 2.309401077 . Van-e a Y-y =V -nek egyre normalt megoldasa?

A fenti y —ben a 2 hatvanyai szerepeltek. Ha 2 helyett pl x van, akkor

Y=XQ0+Q1+1/x¢2+ UX@a+l/X’ou+1/x* Qo7+ 1/ X 922719 +...,

2

X X
\/1_1 Jx? -1
P

X

és ennek a normaja lesz. Ez a minimumat az x = v2 helyen veszi fel, és

a minimum értéke 2. Ennél kisebb normaji y nem elégitheti ki a y-y = y egyenletet!

Ha a - @0 helyett mas gyokérelemet valasztunk, egy masik megoldast kapunk.

Legyen most V1, Y2 két olyan megoldas, hogy y1-y2 = y2-y1 =0! Ekkor
Wi+vy2)(Yi1+y2)=Y1-Y1+ Y2-Y2=y1+Vy2,merta vegyes szorzatok kiesnek.

Latjuk tehat hogy az Osszeg is megoldasa a Y-y =y egyenletnek! No és mennyi a

[ 2 2
normaja? ‘Wl‘ +‘\|!2‘ ! Ez pedig nem Kisebb, mint a normak kiilon-kiilon.

Latjuk hogy nem tudunk a 2-es norma alda menni, ez olyan mint az entrépia, csak noni
tud, csokkenni nem. Hogy van-e ennek jelentosége, majd kés6bb meglatjuk.

Most visszatériink az algebrak modellezésének kérdésére.
Alljon az algebrank az A, B, C elemekbél, és legyen a szorzétablaja ez:
Eszerint A-A =A,A-B=C, A-C =B ,tb.

Az elso6 1épésként gyokérelemet valasztunk: @A, @B, @ C —t.

= QP >
T AW
ol dl--Neo!

A
B
C



A gyokérelemeket a nulladik sorbdl valasztjuk.

Legyenpl. oA = ¢1,0B = @2,¢9C = @4!

Ennek megfeleléen A = oA ,B= ¢B ,C= ¢@cC akezddértékek.

A kovetkez6 1épés a bovités: pl. A-B = C —nek megfeleléen az A elemet olyan ¢ x elemmel
Bovitjiik, amelyre ¢x- @B = ¢@c ! Ez akkor teljesiil, ha X =F3B (C) !

Ennek megfeleloen az alabbi ciklusmiiveletekre van sziikség:

A:= oA + FAA)+FB(C)+Fc(B),

B:=¢B + FA(C)+FB(B)+Fc(A),

C:=¢c+FAB)+FB(A)+Fc(O).

Ittis a := ,,legyen egyenld’ utasitas szerepel, tehat a baloldalnak a jobboldal értékét
adjuk. A ciklus els6 végrehajtasakor 3 Gj elemmel boviil mindharom elem. A masodik
végrehajtaskor mar 3-3 = 9 elemmel boviilnek, aztan 27 elemmel, stb. A ciklust a végtelen-
ségig folytatva az A, B, C elem olyan lesz, hogy

A=A + FAA)+FB(C)+Fc(B),

B=¢B + FA(C)+FB(B)+Fc(A),

C=¢9c+FaB)+FB(A)+Fc(C).

Immaron nem ,,legyen egyenlé’ szerepel, hanem rendes egyenloség!

Figyeljiik meg az indexek és argumentumok logikajat is:

Ha C-A=B,akkor C=..... + Fa(B).....

Ezzel a modszerrel tetszoleges, véges szorzotablaval megadott algebrat el6 tudok allitani!
Nézziik meg konkrétan, szamokkal is a kédolas médjat!

Legyen @A = @1,0B = @2,QC = (4!

Ennek megfeleloen az F A (k) , FB (k) , F c (k) fiiggvényeket is meghatarozzuk:



(1+k)2+3-1+k+2 _k>+3k+6 _k-(k+3)+6

FAak)=F1(k) = 5 > >

(2+K)2+3-2+k+2 K*+5k+12 _ k-(k+5)+12
2 - 2 B 2

FB(k)=F2(k)=

(4+k)>+3-4+k+2 K> +9k+30 _k-(k+9)+30

Fc(k)=F4 (k)= 5 > 3

A tovabbiakban a @ szimbolumot egyszeriien elhagyom, és csak a szamokat irom.

Kiindulasi értékek:

aw»
[T
=N =

Elso ciklus utan:

A=1, FAA),FB(C),FcB) =1, F1(1),F24),F4(2)=1, 5,24,26

B=2, FA(C),FsB),Fc(A) =1, F14,F22),Fas()=2, 17,13,20
C=4,FAaB),FBA),Fc(C) =1, F1(2),F2(1),Fa4)=4, 8,9,41.

A kovetkezo ciklusban 9 — 9 4j szam generalodik , és az eredmény igy alakul:

A=1, 5,24,26, 23,327,380, 58,69,949, 236,158,305

B=2, 17,13,20, 47,57,905, 193,123,256, 50,411,470

C=4, 8,9,41, 173,107,233, 31,354,409, 332,96,1040

Addig ne is menjiink tovabb, amig jo alaposan at nem tanulmanyoztuk ezt a példat, és
mindent szamoljunk utana. Az A soraban pl. a 23, 327, 380 szamok az F A (A) eredményei

ahol az A =5, 24, 26 lett bepakolva a fiiggvény hasaba:

24(24+3)+6
2

26(26+3)+6
2

5(5+3)+6 _

> 23,

=327, =380 .

Az 58, 69, 949 szamok az F B (C) eredményei , ahol a 8, 9, 41 szamokat tessziik a fiiggvény
hasaba, a 236, 158, 305 szamok pedig az F c (B) eredményei, ahol a 17, 13, 20 szamokat
tessziik a fiiggvény hasaba. Szamoljunk utana!

Ha mar jol elsajatitottuk a médszert és megértettiik, hogyan miikodik, lIéphetiink tovabb.



Modellezziink most olyan algebrat, ahol az egyiitthat6k nem mind egyek!

Ennek legyegyszeriibbike a BIOR nevii nemasszociativ de kommutativ algebra, amelyet
a kovetkezoképpen generalunk:

A-A=B
AB=A
B-A=A
B-B=-B

Az algebra elemei az x-A + y-B alaki szamok, ahol x , y valés egyiitthatok.

Latjuk, hogy B-B = — B , tehat megjelent egy minusz elgjel.

Els6 1épésként itt is gyokérelemeket valasztunk: @A = @1,¢0B = Q2.

Utana felirjuk a general6 ciklust:

A=A + FAB)+FB(A)

B=¢B + FA(A)-FB(B)

Latjuk, hogy a B soraban megjelenik a minusz eléjel.

A tovabbiakban minden uigy megy ahogy megtanultuk, csak iigyelni kell az elojelekre.
A=0¢01+ F1(B)+F2(A)

B=¢2 + F1(A)-F2(B)

k-(k+3)+6

k-(k+5)+12
5 .

Fi1(k)= >

» F2(k)=

A=1 89 23 107 58 69 1178 1713 530 7752 328 5998 1833 2559
B=2 513 47 57 31 123 302 5888 1772 2487 1228 1773 564 7878

Az alahizott szamok negativ komponenseket jelolnek. Ennek megfeleloen

A=Q1+ @8 + Q@9 + @23 — Q107+ @58 + Q69 + Q1178 + Q1713 — G530 + Q7752 + ...

B=02+ @5 — Q@13 + Q47 + @57— @31 + Q123 + Q302 — Q5888 + Q1772 + Q2487 + ...

Latjuk, hogy a Bior két alapeleme el6all mint végtelen dsszeg.



A kovetkezo 1épés olyan algebra modellezése, ahol mar a szorzétablaban valos
szorzotényezok is szerepelnek.

Alljon tehat az algebrank az A, B, C elemekbél, és legyen a szorzétablaja ez:

A B C Eszerint A-A =2A, A-B =3C, A-C =5B ,sth.
A 2A 3C 5B
B 4C 6B 7A Az elsé 1épésként gyokérelemet valasztunk: @A, @B, ¢ C —t.
C 8B 9A C

A=A + 2FAA)+3FB(C)+5Fc(B),
B=¢B + 4FA(C)+6FB(B)+7-Fc(A),
C=0¢c+ 8FaB)+9FB(A)+ Fc(O).
A gyokérelem megvalasztasa utan:

A= ¢1+ 2F1(A)+3F2(C)+5F4(B),
B=¢2+4F1(C)+6F2(B)+7F4(A),
C=0¢04+8F1(B)+9F2(A)+ F4(C).

k-(k+5)+12
2

k-(k+3)+6
2

k-(k+9)+30

F1((k)= >

, F2(k) = , Fa(k)=

Egyiitthatok nélkiil, csak a ¢ —k indexei igy alakulnak:

A=1, 5,24,26, 23,327,380, 58,69,949, 236,158,305

B=2, 17,13,20, 47,57,905, 193,123,256, 50,411,470

C=4, 8,9,41, 173,107,233, 31,354,409, 332,96,1040

Most hozzavessziik az egyiitthatokat is:

A=@1 +2:¢5 + 3-:¢024 + 5026 + 2:2.923+ 2-3-¢327 + 2-5¢380 + 3-8:¢058 + 3:9-069 +
B=0¢2 + 4017+ 6013 + 7-020 + 48047+ 4.9-9057 + 490905 + 649193 + 6:6-9123 +

C=0¢4 + 808 + 909 + 041 + 849173+ 8-6:9107 + 87-9233 + 9-2:031 + 9-3-¢p354 +

Latjuk hogy az egyiitthatok hogyan kovetkeznek egymas utan...



A moédszer megmutatja az utat a nem egész valds egyiitthatokhoz is.

Addig semmiképpen se lépjiink tovabb, amig ezt a példat alaposan at nem tanulmanyoz-
tuk és minden izében meg nem értettiik!

Most kovetkezzen az algebranknak egy csodalatos tulajdonsaga, mégpedig az, hogy
onmagat is modellezni tudja! Vagyis konstrualhatok olyan ®o,®1,d2,P3 ... elemek,
amelyek szakasztott ugyanazt tudjak, minta ¢o, @1, @2, @3 ... elemek!

A dolgot megint azzal kezdjiik, hogy gyokérelemeket valasztunk, de ezittal végtelen
darabot kell valasztani, legyenek ezek a nulladik sor elemei, ¢ 2-t6l kezdédden!

Hogy mért éppen a @ 2-t6l kezdédéen, azt majd késébb meglatjuk, a ¢ 1 —et valami
specialis szerepre tartogatjuk fent!

A megvalésitandoé szorzoétabla:

P1-Po=Po
D2-Po=P1
D3.-P1=Po
D4-DPo=P2
Ps5- P1=P1
D6 - P2=Do
b7-Do=P3
bs - P1=P2
D9 P2=0P1
D10-P3=Po

Ennek megfeleloen az elemek igy alakulnak:



DPo=¢2

P1=04+F(Po) =@a+Fr(Q2) =4+ @13

P2=@7+F(P1) =07+ F2(Qa+Q13) =7+ P24 + Q123

P3=011+F4y(Po) =11+ Fy(Q2) =11+ @26

DPa=016+F(P2) =16+ Fo(@7+ @24 + @9123) = Q16+ Q48+ P 354 + (P 7878
Ps5=022+F4(P1) =922+ Fy(@Qa+@Q13) =@Q22+ Q41+ P 158

DP6=029+F;(Po) =929+ F7(Q2) =29+ @53

DP7=037+Fy(P3) =37+ Fa(@11+ Q26) = @37+ Q94+ Q409

D=6+ Fs(P2) =Qa6+F4(@7+ Q24 +P123) = Pd6+ Q71+ Q411 + Q8133
DP9=056+F;(P1) =@56+F;(Qa+@13) =@56+ Q74+ P 218

P100=067+F11(P0) =@67+F1(92) =67+ @103

Latjuk, hogy itt minden elem véges szamu tagbdl all. Ez azért van, mert minden & k csak
egy masikkal ad nem nulla szorzatot. A &k vilagban Gjra lehet modellezni a Fi-algebrat,
és ezzel egy valédi Matrjoska-vilag jon létre! Végtelen darab egymasba agyazott Fi-
algebra! Ez az egymasba agyazott Univerzumsokasag azota kisért engem, amiota 70-ben
olvastam Stanistaw Lem torténetét Corcoran professzorrol, és a ladairdl. Bin Laden =
binaris ladak! Na eme Kkis lazitas utan ratérhetiink a Fi-algebra legnehezebb fejezetére:
hogyan kell végtelen szorzéotablaja algebrat modellezni?! A gondot az okozza, hogy most
végtelen felsorolasok kovetkeznek egymas utan, aztan végtelenszer végtelen felsorolasok,
és igy tovabb, és ezt kéne egyetlen felsorolasban megadni, méghozza vigy hogy legalabb
elvben Ki tudjuk szamolni barmelyik tagot!

A= @A + FaA(A)+FB(C)+Fc (B) volt a kiindulé példinkban, most az algebrai elemek



Egy végtelen sorozata van: Ay, ahol k=1, 2, 3,4, 5, ... és a generalo osszefiiggés

Ax= @0Ax + Fa;(Ax) + FAy (Ag) + F A3 (Ags) +.... valami ilyesmi lesz.

Az els6 1épésben a gyokérelemeket valasztjuk meg, a nulladik sorbdl, ezzel nincs baj.

De a masodik lépésben mar az F A; (Ayx) + FA; (Ay) + Faz (Ag) +.... egy végtelen tagu
osszeg lesz, utana pedig az F A, (Ay;) tagok kiilon-kiilon is végtelenek lesznek, tehat végiil
is egy végtelen + végtelen-végtelen + végtelen-végtelen-végtelen + . . . . tipusa osszeggel
lesz dolgunk! Szeretnénk mi ezt egyetlen végtelen osszegként kifejezni!

Itt segitenek nekiink majd a primek!

Segédfeladatként oldjuk meg a kovetkezot: Legyen egy Dy végtelen vektorunk, egy Dy,
végtelen-végtelen matrixunk, egy Dy, végtelen-végtelen-végtelen 3 indexes matrixunk, stb
és ezek elemeit soroljuk fel egyetlen végtelen sorozatban!

A sorozat valahogy igy fog festeni: D;, D5, , D, , D111, Dsz s D3, D1y y Da11 s D312z s Dy, Dys
és igy tovabb. Hogy adjuk meg azt a fiiggvényt, ami az indexeket generalja?

A primszamok sorozata igy indul: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59

Egy szam igy irhaté fel: n=p®'-p$*-p$*-p$*-..p", itt a primek névekvé sorrendben

vannak, igy p, a legnagyobb prim. Szerepeltessiik p, —ig az 6sszes primet, és amelyik nem

szerepel n felbontasaban, ahhoz a 0 kitevot rendeljiik. fgy az n szam az O, 0,, 0,0 ,...0

szamvektorral is reprezentalhaté. Pl 105 = 3.5.7 = 2°.3'.51.7'= (0, 1, 1, 1) vektor,
26=2-13=(1,0,0,0,0, 1) ,sth. Latjuk hogy az utols6 szam sohasem nulla. Most
modositsuk a vektort agy, hogy az utolso Kivételével minden szimot megnoveliink 1-gyel!
Ekkor 105 =(1,2,2,1) lesz, és26=(2,1,1,1,1, 1) lesz. Ez az atkodolas oda-vissza
egyértelmii. Eltiintek a zavaré nullak. Most tessziik meg a donté lépést:

feleltessiik meg az ( a, b, ¢, d, ...) vektord szamnak a D,;q... matrixelemet! Ez mas szoval



azt jelenti, hogy a D,;,.q... matrixelem a felsorolasban éppen arra a helyre Kkeriil, aminek a
vektora éppen (a, b, ¢, d, ...) ! Ez a felsorolas egyértelmii, és minden szamhoz hozza van
rendelve valamilyen matrixelem. Kivétel az 1, ahhoz a @ A gyokérelemet rendeljiik!
Ezzel megoldottuk a felsorolast. gy fog kinézni:
2=(1,3=(1,1,4=(2),5=(1,1,1),6=(2,1),7=(1,1,1,1),8=(3),9=(1, 2), ...
tehat a felsorolas: A ,Dy,Dy1,D2,D111,D21,D11115,D3, D12, D211 50+

Most az a kérdés, hogy mi felel meg az egyes D,j.q... matrixelemeknek?

A= @A + FAT(A2) +FaAz(As)) +Fas (Ay) +....

Ar=0A + FAT(A3)+FA (A +FA3; (A +....

Az= @Az + FA1 (A +Fa (A +Faz(Ay) +....

Ag= Ay + FAT(AD+FA(A)+FA;(A3)+....

legyen az egyszeriiség kedvéért ez az algebrank generalo egyenlete!

A gyokérelemek: @aA; =@1, @A, =@Q2, QA3 =Q4, QA =Q7 , PAs =Q11 ,...
Egy célszerti jelolés bevezetése: F A (¢ B) —t jeloljiik igy: ¢ AB !

Ekkor FA (FB(@cC)) =@aBc,ésFa (FB (Fc(¢D))) = @AaBCD, sth.

Ezzel a jeloléssel konnyebb felirni a szukcesszive béviilo elemeket.

Sét a fi is elhagyhato, és ¢ ABcD helyett siman ABCD irhaté.

A= 0A1 + FAT(A)+FA(A3) +FA3; (A +.... =

= QA1 + FAL (@A) +FA (0A3) +Faz (@A) +.... +FaA; (FA(A3)+FaA(Ay +
+FAas;(AD+...)0+FA (FAai(A) +Fay(AD)+Fas;(A)+...0)+

+FAa; (Fa;(AD+FA(A)+Fas;(A)+...0 )+..e.

A = A1, AtA, A A3, AA , .o ATAGAS, AJAGAL, A1AGA Y, .. A AAL, ACAGAY, ACAGA,



