A Dodekaéder forgascsoportjanak matrixreprezentacioja

Ahhoz, hogy a Pentagondodekaeder forgascsoportjanak matrixreprezentéci¢jat
fel tudjuk irni, el6szor is € kell helyezniink a Dodekagdert a Descartes — féle
koordinatarendszerben. Ennek legjobb modja az, ha a Dodekaédert ugy
helyezziik el, hogy hat éle egy kocka hat lapjara essen, és az élek a koordinata —
tengelyekkel parhuzamosan helyezkedjenek el. Ezt mutatja az 1. dbra.

1. abra

A kovetkezo feladat a csucsok koordindtdinak meghatarozasa.

Ehhez vdlasszuk a Dodekaeder élhosszét 1 — nek, azaz pl. az ab tavolsag = 1.

A koordindtatengel yek legyenek a kdvetkezok:

Az x tengely az ih szakasz felez6 merdlegese, amely akockalaprais merdleges.
A —y tengely az ek szakasz felezé merdlegese, amely a kockalaprais meréleges.
A ztengely az ab szakasz felez6 merolegese, amely a kockalaprais merdleges.

K érdés, mekkora a kocka é hossza?

Ennek meghatarozasahoz kell a2. abraésa 3. abra

2. dbra. 3. dbra.



Lathatjuk, hogy a+ b+a=h,ésa+b=1tehah=1+a
Hasonl 6 haromszogekbol adodéana:b=(1+a):1=1+a=h,
b=1-amiatta: (1-a) =1+a, dszorozva(l-a)—va :

J§—1_

a=(l+a)(l-a=1-& ,azaz &+a-1=0, ennek megoldésa a= 5

J5+1

5 E2 éppen az aranymetszés szama. Ertéke h = 1.618033989. ..

h=1+a=

A tovébbiakban ah betiivel mindig ezt a szamot jeldljuk (kivéve amikor ah
csticsot emlegetj k).

A h szdm tulgjdonsagai a kovetkezok:

hP=1+hh®=1+2h h*=2+3h /h=h-1,1/h*=2—h,

A k tavolsdg meghatérozésa:
K+14 =n’=1+h K2=3/4 +h, k= /%h .

Haa Dodekaédert egy élefelol nézzik, ezt latjuk: (4. dbra)

k k

k k
4. dbra.

y = 1 + 2x lesz a Dodekaedert befoglal 6 kocka élhossza.
(y/2)> +x* = k? , azaz (/2 + X) > + x* = 3/4 + h, azaz

14 +2x*+x=3/4 +h,tehdt 2x°+x—h-1/2 =0, ennek megoldasa



1
1+8(h+§)—1_m_1_1+2h—1_h

X = = = =—,
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mert8h+5=(1+2h)?=1+4h +4h=1+4+4h+ 4h,

felhasznaltuk, hogy h*=1+ h.

y =1+ 2x =1+ htehat akockaéhossza.

Ennek birtokaban meg tudjuk adni a kockal apokra eso csticsok koordinatait.

a=(-12,0,(1+h)2
b=(1/2,0, (1+h)/2)
e=(0,- (1+h)/2,1/2)
k=(0,- (1+h)/2,-1/2)
h=((1+h)/2,-1/2, 0)

i =((1+h)/2, 12,0

A nem lathaté oldalakon levé csicsok koordinétga hasonl 6.

A kockacsticsok iranyaban levé csucsok a (+i SRR j egysegvektorok

NERRNC RN

irénydba esnek, hosszuk pedig annyi, amennyi a kockal apokon levé csticsok
tavol sdga az origbtdl, minden cslcs ugyanolyan messze van az origotal.
Ez atavolsdg z, és 22 = (y/2)* + U4 ,azaz 7" = (1 + h)?/4 + /4= (2 + 3h +1)/4

azaz 7 = 3/4 (1 + h), teh& z = gh, ezzel szorozzuk a [ %)
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egysegvektorokat. Kapjuk: [J_r gj azaz pl.
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A cslicsok birtokaban most mar meg tudjuk hatarozni a forgaté matrixokat.

Azt kell csupan kifglezni, hogy az adott forgatd métrix melyik csticsot hova
viszi. Ezzel egy linedris egyenletrendszert kapunk, amit meg tudunk oldani.
Van meg egyszeriibb Ut is azonban.

Ehhez azt kell tudni, hogy a forgatd matrix elsé oszlopa azt a vektort adja meg,
amibe a matrix az x irdnyu egységvektort viszi. A matrix masodik oszlopa azt a
vektort adja meg, amibe a matrix az y irdnyl egysegvektort viszi. Végul a
matrix harmadik oszlopa azt a vektort adja meg, amibe a métrix a z iranyu
egységvektort viszi. Ha tehat ismerjik e vektorokat, akkor oszloponként tudjuk
Osszerakni a matrixunkat!

Bizonyitas:

ay a, as|l) (ay
8y By | 0|=|ay|,
85 ap 835)\0) (&g
a; a, a3|(0) (ap
8y 8y ay|l|=|ay|,
8y 85 ap)l0) |ay
ay a, as| 0] (a;
8y 8y Ay | 0|=|ay].
8y 8p a5)(1) |ag

Egyszeriien adhatok meg az x, az y és a z tengely korili 180° — os forgatasok.

Az x tengely koril forgatd X matrix az x tengelyt helyben hagyja, az y —t
—y —ra, az -t pedig — z —re cserdi, ennek métrixa tehat

1 0 O
X=/0 -1 0.
0 0 -1



Hasonl 6an
-1 0 O
Y={0 1 0/[,és

0 0 1

-1 0 O
Z=1 0 -1 O].
0O 0 1

X? = Y? = 7% = Egységmatrix.
A kockacslicsok kortli 120° — os forgatasok maétrixai is egyszeriien adhatok

meg. A c¢ cslcs korul forgatd C matrix példaul az x tengelyt az y tengelybe, az y
tengelyt a z tengelybe és a z tengelyt az x tengelybe viszi, méatrixa teha

0 01
C=|1 0 0O].
010

C?ugyane cslcs kérill forgat csak visszafelé

o

Es természetesen C* = Egységmatrix.

L O O
o O -
o +» O

Hasonl éan adhaté meg az f cstcs kordl forgatd F matrix is:

F az x tengelyt a z tengelybe, az y tengelyt a—x tengelybe és a z tengelyt a—y
tengelybe viszi, matrixa tehat:

0O -1 0
F=|0 0 -1|.
1 0 O

F? ugyane cstics kortl forgat csak visszafelé:

0 0 1
F=|-1 0 0
0 -10

Es természetesen F° = Egységmétrix.

A d,j, I, ncstcsok kordli forgatas hasonl 6an adhatd meg.



Ezzel azonban véget is ért az egyszeriien megadhato forgatasok sora.

Az a, b cstcsok kortli hdromfogésy, az ab € kordli kétfogasu vagy az abfed lap
korali 6tfogast forgatas matrixanak megadasa mar komolyabb szémitasokat
igényel. Ehhez mindenekel6tt azt kell kiszamolni, hogy az egyes éek
felezbpontja hova esik. Mivelhogy az x, y és z tengely is felezépontra, a hi, az
ek és az ab élek felezopontjara esik. (pontosabban az ek felezépont a —y —nak
felel meg). Az ab é felezdpontja nem més, mint az a és a b cslcs koordinatainak

szamtani kOzepe, azaz a+b:(a1+b1 2+ by a3+b3j’ ahol a=(a,a,,a;) az a

2 2 2 2

cslics koordindtai és b=(b,,b,,b;) ab cstics koordinatai. Hasonl6an kapjuk meg
barmely més é felezépontjat is. A felezépont ismeretében meghatérozhatjuk a
felezbpont iranyaba mutaté egységvektort is, ami azért kell, mert az x, vy, z
irdnyba mutatd egységvektort a forgatdbmétrix szintén egysegvektorba fogja
vinni. Az egységvektor kiszamitasdhoz meg kell hatédrozni az élkézéppontok
tavolsagat az origotol, ez minden csucsra ugyanannyi lesz, és méar kiszamoltuk,
ezazu= %+x = 1Eh tavolsag, ami nem més, mint a befoglal 6 kocka
élhosszanak fele.

Az egységvektor kiszamitésatehét ez:

a+b (a+b, a,+b, a;+b;) (a+b, a,+b, a;+b;
2u 20’ 2u " 2u ) \1+h ' 1+h ' 1+h

Ellenérzésképpen az ab szakaszfelezd iranyaba mutatd egységvektor éppen a z
irdnyu egysegvektor kell legyen, azaz a (0, O, 1) egységvektor:

1+h 1+h
(Lol eb-{ Lo s

atb 1 (1 1 1+h 1+h .
>0 "1eh (2 5:0+0,—== 2) (0,0,1) valdban.

Hatérozzuk meg az ef & iranyaba mutatd egysegvektort!

e:(o’_ﬂ'lj’ f= (D’_D'D'j , tehat

e+f 1 h 1+h h 1 h 1 h 1+2h 1+h 1 h1l
- = 0=, 4= = = ——— = |= , ]
2 2 22 2) 1+h\2 2 2



K 6zben ugye nem felgjtettik el ah algebrai tulgjdonsagait?
h=1+h,h*=1+2h, h*=2+3h,/h=h-1, 1/ h*=2—h.

A kapott vektor hossza természetesen 1 kell legyen, azaz

(1}2 (h}z (1)2 2_h+1+h+1 4
I + —_ + — = :—:1.
2h 2 2 4 A

Most mar nekivaghatunk a nagy kalandnak, kiszamolhatjuk a cslcsok, élek és
lapok korul forgatd matrixokat!

Hatédrozzuk meg példaul a b cslcs korul az éramutatoval ellentétes iranyba
forgatdé matrixot! Legyen ez aB matrix!

A B az ab élet abf élbe viszi, az fe élet az fh élbe, és az fh élet az ab élbe viszi.
Node azt nézziik meg, hogy hova viszi az x, y, z iranyu egységvektort! ezzel
megkapjuk a matrixunk elsd, masodik és harmadik oszlopét!

A most kovetkezd szamitdsokhoz mar nem kevés térlatas képesseg kell, nem
art, ha van egy papirbdl keészllt Dodekaéder modelliink, amit kedvinkre
forgathatunk ide — odal J6 ha a csucsait megjel 6ljik a megfelel6 betiikkel!

Az x tengelyt, azaz a hi dlet az 1. brén mér nem |&hat6 (-22%}[0 1+h 1}

22
élbe viszi, az ennek iranyaba mutatd egysegvektor (—z—lhg%j ez teha a B

matrix elsb oszlopa.

Azy tengelyt a (—E h hj(

2’ 22
h 11
2’ 2'2h

_1+h

5 ,—%,OJ élbe viszi, melynek egységvektora

J, ez lesz aB matrix mésodik oszlopa.
A ztengelyt (az ab @ felez6pontjét) az fb & felez6pontjdba viszi, azaz a

[h h hj( L 0, %} élbe, amelynek egységvektora [

h hh)1 1 1 h
2" 2'2)\2 '

2" 2h'2

Ez lesz tehét a B matrix harmadik oszlopa. Ezzel aB matrix igy néz ki:



21 h 1
2h 2 2
B= g —% _2_1h . Ez tehét egy harmadrendti métrix kell hogy legyen.
1 1 h
2 2h 2

Val6ban, szamoljuk ki B — et!

1 h2 1 1. .h 1 1 1 h 1 h 1
-t = | = = =
407 44 4 4 4h 4 4 4 oh 2 2
ge_|_ it h_ 1 1 1 h 1 1)} h 1 1
4 4 4h 4 4 47 4 sh 4 2 2 2n|
1. ih ho1 101 1 w1l 1oh
4h"4° 4 4 sh'4 4 a0 4 2 2h 2

L &tjuk, hogy B? éppen a B transzpondltja.

Ennek igy is kell lennie, B ugyanis ortogonalis métrix, amelynek az inverze
éppen a transzpondltja lesz. B egységvektort egysegvektorba visz. A forgatas
ugyanis nem vatoztatja meg a vektorok hosszét, csak az iranyat.
Kiszémolhatjuk, hogy B - B® éppen az egységmétrix lesz.

Gyakorlasképpen végezzik is el 6nalldan ezt a szamitast!

B ab cslicsot helyben kell hogy hagyja. Valoban,

1 21 h 1 1 1 1+h 1
= oh 2 2 || = Zh g =
2 2 2
h 1 1 h h
Bl o |= 0 2 _ 2l o |2 NP oo |
h 2 2 Tan||,, 4 4 oh
i 11 h ||ZR] 1 1e2n | | 2T
2 2 2n 2 2 42" 4 Z

Gyakorlasképpen szamoljuk ki, hogy a B az a cstcsot az f cslicsba, az f csucsot
ac csucsba és ac csucsot az a csticsha viszi!

Na most a B métrix birtokaban, az X, Y, Z, C, F, stb forgatdsok segitsegével a
Dodekaéder 60 elemt forgascsoportjét, az As aterndl 6 csoportot teljes
egészében generani tudjuk. Két forgatas egymasutanjais forgatas, ezért
alkotnak a forgatésok csoportot. Tehat az X, Y, Z, C, F, és B matrixok
szorozgatadsaval megkaphatjuk mind a 60 csoportelemet:



A Dodekaédernek 12 lapja, 20 cstcsa és 30 éle van, ennek megfelelen

12-4/2 = 24 o6tfogast forgés, 20-2/2 = 20 haromfogasu forgas és 30/2 = 15
kétfogasi forgés van. Es természetesen a helybenhagyasnak megfelels
egységmétrix a 60-adik elem. igy 24 + 20 + 15 + 1 = 60 val Oban.

L étezik egy jova komplikaltabb Ut is egy 6tfogasi matrixelem
meghatarozasdhoz. Ezt most azért prezentdom, hogy megmutassam, milyen
csodalatos dolog a matematika, ahogy a kezdeti kaoszbdl kialakul arend!

Buktassuk a Dodekagdert az x tengely kordl magunk felé agy, hogy egy lapja
éppen az xy sikkal parhuzamos legyen! ezutan az xy sikban hajtsunk végre egy
72° — os forgatést az éramutatdval ellentétes iranyban, majd az x tengely kordl
buktassuk vissza ugyanazzal a szoggel! e 3 mivelet eredményeképpen egy
otfogasu forgatas jon | étre.

Milyen sz6ggel kell a Dodekaedert buktatni? erre felel a 4. dbra. Ott egy olyan

derékszOgti haromszoget lathatunk, amelynek az atfogoja k, a vizszintes

befogdjay/2, afliggoleges befogdja pedig x hosszisagu. A buktatést tehét olyan
y h

a szoggel kell végrehgjtani, melyre sinoczé , COS0L=2 Mivel X==,

y=1+h,és k= /4§1+h ,Sinazz—r:(, COSOL:%,

szamszeriien sin o = 0.525731112, o = 31.7174744° .

A forgaté métrixunk igy néz ki:

1 0 0 110h Oh
U=|0 cosa -sina|=|0 =2 |

0 5 2k 2k
Sino.  cosa h  1+h

2k 2k

A k nem fegjezhet6 ki h— val raciondisan. Naitt jon be a kéosz!

A 72° — osforgatéshoz sin 72° éscos 72° kell, ezeket a 2. dbrébdl lehet
meghatarozni, tudniillik sin 72° =cosl8°=%,cos72° =sin18°= 2_1h

00318°=5— “h+j— h+i— h+§ (2—h)_\/2h+§—1—h—§h_\/1+1h—
h-"h Vh 4 B 2 4 N2 4




, haez az az alak amire emlékeztem.

=cos 18° =\/1+1J”/g :\/5+\/§
2 8 8

Latjuk, hogy kétszeres gydkvonas van benne, ezen nem lehet segiteni.
Mar csak abban a csoddban reménykedhetiink, hogy ezek az irracionalis
kifejezések a végen valahogy eltiinnek.

A 72° — osforgaté métrixunk igy fog kinézni:

1 kK

=~ L2

2h h

k 1
V=l = = ol.

h 2h

0 0

A buktatés, a 72° — os forgatés és a visszabuktatas igy fog kinézni:

U™V U, amely természetesen forditott sorrendben értends, azaz

el6sz6r U —val forgatunk, majd V — vel, végill U™ — gyel.

A matrixszorzas asszociativ, tehat tetszoleges sorrendben szorozhatunk.
Szorozzuk 6ssze el6szor az elso kettot, majd az eredmeénnyel szorozzuk a

harmadikat! Kapjuk:

Lk 1 h 1
2h h 2h 2 2
w | h h h| o |h Roh R
UV=l5 & x|V 2 stz setac!
11 1eh 1 h h h h
2 4k 2k 2 e A e ae

A nevezékben mindentitt k? szerepel, ami mér raciondlis kifejezés!

k*=h+ % mi ennek a reciptroka? Mondjuk a + bh. Szorozzuk meg vele:



(h+ %)-(a+ bh) = 1 kell legyen.

ah+%a+b+bh+%bh=1.

3 7
+b+ =b= = ——D.
a+b 4b 0, a 4b

3 _ 3, 7 _ 21, _ _ 16
Jatb=1 2(-pb+b=1 (1-2)b=1 b= -
3. ._.16 _21 __ 28
Tehdt -~ = — %1 ezt kell betenni amétrixunkba:
8k? 10 10
1 _h 1
2h 2 2
ayy 2| h oA (1 7l 4
Uivu= 5 (1+2h+2+2h)[10 10hj (1 h+2+4h)(10 10h
1 7 4 7 4
-5 (—1—h+2+4h)(m—mhj (h+4+6h)(m—mhj

Végezzik € akijeldlt szorzasokat!

7 4, 7 4.
(1+2h+2+2h)[m—mhj—(3+4h)[E 10hj_

21 12, 28, 16 16, oS5 _1
10 10 10 10 10 10 2’

7 4. 7 4.
(_1_h+2+4h)(1_0_ﬁhj_<1+3h)(1_0 10hj_
_r 4,022 1212 5 5, 1.1 1
“10 10" 10" 10 10" 10t "2 e

7 4. 7 4.
(h+4+6h)(E—EhJ_(4+7h)(E 1Oh]_

j .




28 49 16 28 28 1, h
10710 0" 10 0" oh SN=5

Ezzel amétrixunk igy alakul tehat:

1 _h1
2h "2 2
ayyo| 101
Uvu= 3 5 5|
11 h
2 2h 2

Nevezzilk ezt a métrixot P— nek! Ez tehét egy 6tddrendi forgatés.
Ellendrzésképpen szamitsuk ki a métrix determinansat!

Ennek egynek kell lennie.
_1(h 1) h(h* 1) 1(1 1)
petP= 2h(4 4th+ (4+4h}+§(2+71]_
8

:%((h—l)(h—2+h)+h(1+h+h—1)+2)——(2+2h 2h— 2h+2+2+2h+2)—§=

Szamoljuk ki P hatvanyait! Az eredmeény:

h 1 1 h 1 1 1l h 1
2 2 2h 2 2 2h 2h 2 2
_| 1 1 h 1.1 h _|_h 1 1
P = 2 2h E’PS‘ 2 2h 2 P= 2 2 2h/|
21 h 1 1 h 1 1 1 h
2h 2 2 2h 2 2 2 2h 2

L &juk, hogy P* éppen P transzpondltja, tehét inverze, és nem is csal6dunk,
P* éppen az egységmétrix lesz. Ezzel igazoltuk, hogy P 6tddrendi.
P az a cslicsot ab cstcsba, ab cslcsot a c cslicsha viszi, ésaz e cslicsot ah

cslicshaviszi. ezzel 3 egyenletrendszert kapok, melybdl P meghatérozhato!



Nézzik pl. aP-a= b cstcstranszf ormaci 6t!

B O N A A X
2h 2 2 ) 4h 4 5
P-a= h 1 1] 0 |= —D+D = 0 |=b:
2 2 2h 1eh 4 4 1oh
(11 h[SR] ] L e2h |20
2 2h 2) 2/ (273 2
1 h 1 1 1+h h
e —— 1 4= —
2h 2 2 5 4h 4 2
|h 1 1 | h, h | _{hi_
"z 2 | 0T ata T2
11 h || =R | 11420 |h
2 2n 2\ 2 44 ) (2
Ebbol a kdvetkezd egyenletrendszer lesz:
1 1+h 1
T2 Pt PeTy
1 1+h h
2Pt ey
e 1 1 ... :
Az egyenletrendszer megoldasa: p,, = o Pz = 5 és tényleg annyi!

Hasonl 6képpen |ehet a tébbi métrixelemet kiszamolni.
A P forgatés az 6tszog kdzeppontjat fixen hagyja.
Az 6tszog kozéppontjét pedig ugy kapom meg, hogy a z irdnyu egységvektort

— a. szbggel buktatom az x tengely koriil. igy az 6tszog tengelyét a

p= (02—1%] egysegvektor hatérozza meg. Tehat P-p = p kell legyen.

pp=(-hh 11+h1h 131+h 1 h hirh) (5 b 1+h
22k 2 2k 22k 2h 2k 2h 2k 2 2k )T U2k 2k



Valoban a p vektort kaptuk tehat.

Hatérozzuk meg azt aforgatast, amely az a— b — f — e — d — a cslicsokat
viszi egyméshal Jo, ha kéznél van egy j6 papirmodell.

Nevezzik ezt amatrixot Q — nak! Tehat Q-a=b, Q-b=f, Q-f = ¢, sth.

Q ahi élet akl élbeviszi, tehat az x tengelyt az

1 (h h M, 1 (g 1+h 13 (1 h 1
whi27 272 +h 727 2) (22 2

vektorba viszi, ez lesz tehéat Q els6 oszlopa.

Q az ek élet adg élbe viszi, tehat a—y tengelyt az

A ch hmy, 1 vh 161 (Lh 1
whi 2722 +h| 2727 (272

vektorba viszi, tehat ennek — 1 — szerese lesz Q masodik oszlopa.

Q az ab élet abf élbeviszi, tehét az tengelyt az

1 fh _hh, 1 f1gdth) (11 h
whl2 22) 1vh 277727 ) (222

vektorbaviszi, ez lesz tehé Q harmadik oszlopa. Kaptuk tehat:

)
:"‘

N~ N

) NI~ N
:"‘

NT N NI =
:T"—‘

Meglévo matrixaink szorozgatasaval pedig a Dodekaéder forgascsoportjanak
mind a 60 elemét megkaphatjuk. Szorgalmi feladat: szamoljunk ki minél

tobbet! Probdjuk meg feltérképezni a 60 elemii csoportot!



Harmadfok egyenletek

Sok olyan probléma létezik, amely harmadfoku egyenlethez vezet.
El6szor vegyilink egy egyszertibb és ismertebb esetet, a Fibonacci sorozatot!
Ennek Maple 7 programja: (A tovabbiakban piros szin = Maple 7 program)

fl[1l]:=2:f[2]:=1:for n from3 to 30 do f[n]:=f[n-1]+f[n-2] od:
seq(f[n],n=1..30);

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987,
1597, 2584, 4181, 6765, 10946, 17711, 28657, 46368, 75025,
121393, 196418, 317811, 514229, 832040

Amint I&juk, a Fibonacci sorozat elemeit Ugy képezzik, hogy az € 6z6 kettot

Ssszeadjuk, pl. 13 =5 + 8, 144 = 55 + 89, sth.

f 1
Képezzik két egymast koveté elem hanyadosat, azaz az M hanyadost!

fln]

K apjuk: %:1, %: 2 gzl.s, —1.66666..., és igy tovabb haladva kapom az

wlu

1,2, 1.5, 1.6666666, 1.6, 1.625, 1.615384615, 1.619047619, 1.617647059.. . .
szamsorozatot. JOl latszik hogy ezek a szamok mind jobban megkdzelitenek

egy hatarértéket, ami 1.618033989... Vgon mi ez aszam?

f 1
Han elég nagy, akkor [n+ } mar elég jol megkozeliti ezt a szamot, pl.

f[n]
832040 _; c15133089 . Ekkor mondhatom azt, hogy 0L = x. és
514229 | OV T
f[n—l] 1 _ 3 |
fIn] = f[n+1] =f[n] +f[n—1], esosszuk ezt el f [n] — nel!



K apj uk: x:1+%. Szorozzuk meg x — szel: x? =x+1, azaz x> —x-1=0.

1++/5
2

Ennek a masodfoku egyenletnek a megoldasa: x =

Ez tehét atitokzatos 1.618033989... jelentésel

Ezt a szamot Ugy nevezik, hogy aranymetszeés. €l 6jon az 6tagu csillagnal,
és a Pentagondodekagderndl is. A Régiek a szépség megtestesitojét |attak
benne. Felbukkan az épitészetben, a szobraszatban, s6t a zenébenis.

Csinaljunk most egy méasik sorozatot, ami hasonl6 a Fibonaccihoz:
a[l]:=1:a[2]:=1:a[3]:=1:for n from4 to 40 do
a[n]:=a[n-2] +a[ n-3] od:

seq(a[ n], n=1..40);

1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86,
114, 151, 200, 265, 351, 465, 616, 816, 1081, 1432, 1897,

2513, 3329, 4410, 5842, 7739, 10252, 13581, 17991, 23833,
31572, 41824

Itt nem a két kdzvetlen megel 6z6t adjuk Gssze, hanem az eggyel el6bbieket.
Pl.28 =12+ 16, 86 = 37 + 49, 114 = 49 + 65, sth.
Neézzik meg, mi itt az egymést kovetdé szamok aranyal

seq(eval f(a[n+1]/a[n]), n=1..39);

1.,1., 2., 1., 1.500000000, 1.333333333, 1.250000000,
1. 400000000, 1.285714286, 1.333333333, 1.333333333,
1. 312500000, 1.333333333, 1.321428571, 1.324324324,
1. 326530612, 1.323076923, 1.325581395, 1.324561404,
1. 324503311, 1.325000000, 1.324528302, 1.324786325,
1. 324731183, 1.324675325, 1.324754902, 1.324699352,
1. 324720670, 1.324723247, 1.324711500, 1.324722139,
1. 324716553, 1.324717562, 1.324718956, 1.324717128,
1. 324718357, 1.324717915, 1.324717828, 1.324718105

Latjuk, hogy itt is van egy hatérérték, ami 1.324717... kordli.



a[n+1]

a[n]

Vg on hogy kapjuk meg ezt a szdmot? Legyen most is =X, és

a[n 1] 1 , valamint a[n—2]:i2|

a[n] X'’ aln] x*
Ekkor az a[n+1] =a[n— 1] + a[n— 2] egyenletbdl an] — nel valo osztés utan

1

+=7 , amibdl x* — tel val6 szorzés utén ez lesz: x*=x+1.

ezlesz: x=

><|H

Ez bizony mé&r harmadfoku ajavabol! Hogyan kell az ilyet megoldani?
Keressilk amegoldast dsszeg alakban: x =u+v .

Ekkorx3=(u+v)*=u® + v® +3U2v+3uv? =u® + v® +3uv (u+v).
Legyen u=¥a+b,ésv=%¥a-b !

Ekkoru® + v =a+b+a-b=2a4,

és3uv(u+v)= S-W-(u+v):3-§/m-x

Tehdt x®=2a+ 3-Ja2—b?-x lesz az egyenletiink.

Osszehasonlitva az eredetivel, azt 1atjuk, hogy 2a=1, 3-Ja?-b? =1.

1 2 2_i___2 \/
a=3, &-bi=gg=7-b% b=j7-55= 108

1 23 1 [23 ,
— 3= — 3= | == |
X \/2+ 108+\/2 08 P

Kiszamolva .| 1%?;3 0461479103, x = 0.986991206 + 0.337726751

x = 1.324717957. x* = 2.324717957 = 1 + x val 6ban!

Meg tudtuk tehat oldani a harmadfokl egyenletet, ezzel az egyszeri trikkel!



Altaldnosabb esetben x*=3px +24q,

ekkorisx=u+v, u=¥a+b,ésv=%¥a-b,x*=2a+ 3-Ja?-b? -x,
amibél g=a, p=73a?-b?, amibsl b=,g?>-p3,és

X =3q+07 ~p° +30-Jo? —p°

Node mi térténik, ha g’ — p° negativ? Akkor a gyokkifejezés képzetes lesz, és

komplex szambdl kell kdbgyokot vonni! Es hamér a komplex szamok széba
jottek, tudjuk hogy a harmadfokl egyenletnek mindig 3 gyoke van, ebbdl
legalabb az egyik val 6s. Egész pontosan 3 eset van:

Haaf — p° pozitiv, akkor egy val6s és két konjugélt komplex gyok van.
Haa o — p° negativ, akkor harom val6s gyok van.

Haa o — p° nulla, akkor harom val6s gysk van, melybdl ketté megegyezik.
Prébéljuk most meghatérozni, mennyi sin (10°) !

Ha géppel szamoljuk ki, akkor sin (10°) = 0.173648177...

a 10° a 30° egyharmada, és mint tudjuk, a szégharmadol s éppen azért

nem szerkesztheté meg korzével és vonalzoval, mert harmadfoku egyenletre
vezet! sin (30°) =0.5, hax = 10°, akkor sin (30°) =sin (3 x).
sin(3x)=sn(2x+x) =sin(2x) cos (x) + cos (2 x) sin (x) =

=2 sin (x) cos (x) cos (x) + (cos’ (X) — sin” (X)) sin (x) =

=2sin (x) cos® (x) + (1 —sin® (x) — sin® (x)) sin (x) =

=sin(x) (2(1-sin®(x)) + 1-2sin*(x)) =sin (x) (3—4 sin*(x)) .



Has = sin (x), akkor sin (3x) = 3s— 4 s’ = 0.5 az egyenletiink.

3.t -1 _ 1 .41 /1 1 41 |1 1
S=45gP=71 16’8_\/ 16 7\ 256 64+\/ 16 V256 64"

Lathatjuk, hogy a négyzetgyok alatti kifejezes, tehat a diszkriminans negativ,

ezért 3 val0s gyokot kell kapnunk. az am, de hogy vonunk a komplex szambél
kobgyokot? Nos, erre van egy modszer.
A komplex szamot trigonometrikus alakba irjuk, és ezutdn mér kénnyi a

dolgunk. Ha a komplex szam trigonometrikus alakjaz = r (cos (o) + 1 sin (a)),
akkor az kobgyokeilyen lesz: ¥z :%(cos(%) +isin (%)).

Hatehat a diszkriminans negativ, akkor az x igy néz ki:

x =¥a+ib+¥a-ib.

Most azt mutatom meg, hogyha ¥a+ib =c+id, akkor ¥a—ib=c—id !
Valéban, emeljik kdbre mindkét kife ezést:

a+ib=(c+id)®=¢c® —id®*+3c?id—3cd?, innen

a=c® -3cd’, b=3c%d-d’.

(c—id)3’*=c® +id®-3c%id—3cd*, ésez valéban a—ib,

az el6bbi a, b kifejezéssel!

Akkor pedigx =c+id+ c—id=2clesz az egyik val s gyokink!

Mi lesz amasik két val0s gyok?

Ha a komplex szam trigonometrikus alakjaa+ib =z =r (cos (o)) + 1 Sin (o)),

akkor a z kobgyoke ilyen lesz: §/E:§/F(cos(%) +isn (%)) =c+id.



Node a. + 360° = . és o + 720° = . miatt megoldas lesz a

%:%(cos(%ﬂzo(’) +isin (%+120°)) ésa

§/E=§/F(cos(%+24o°) +isin (%+24o°)) is!

Ez lesz tehat amésik két gyok!

Matematikailag ez azt jelenti, hogy ¥z mellett megoldas a

¥z (cos(120°) +i sin (120°) ésa

Yz (cos (240°) +i sin (240°)) is!

cos (120°) +i sin (120°)= ¢ éscos (120°) + i sin (120°) = &? jel 6l éssel
ahérom megoldasigy nézki: ¥z , ¥z -¢,és 3z €°.

Az g az ugynevezett harmadik egységgyok, és az aldbbi egyenletnek

engedelmeskedik: ¢ +¢ +1=0.

Ha most beirjuk, hogy cos (120°) = —% éssin (120°) = g , valamint
cos (240°) = —% éssin (240°) = —g, akkor kapjuk:

1 .3, 1 .48
E= §+I_ eSS 5 |7

Lahatjuk, hogy e +e =—1, és ¢ —g&” =i-4/3.
Most azt mutatom, meg, hogyha az x; = u + v megoldésa az
x® =3 px + 2 qegyenletnek, akkor az X, = e-u + £%-v ésaz X3 = £-U + gV

IS megoldasa lesz ugyanannak az egyenletnek!



X°P=u+v) =0’ + V¥ +3uv+3uvi =u® + v +3uv(u+tv).
Tehdt x;°=u’ + v* +3uvx.

X;°=(eu+ev) =g U’ + &V +3g8 P v+ 38UV =

=¥ + VvV +3eU’v+3uvi = + v +3uv (eutev).
Figyelembevettiik, hogy €= 1!

Tehd x,°=u’ + v* +3uvx,.

X3°=(u+ev) = + &€V +38 0P v+3etuVv =

=¥ + Vv +3e2uv+3euvi =u® + vV +3uv(eSutev).
Tehd x33=u® + v +3uvxs.

Amikoru=c+idésv =c—idvolt, akkor az €lst val 6s gyok

x, =c+id+c—id=2c. Miamésk két val6s gyok?

X, = & (C+id) + & (c—id) = (—%+i§)- (c+id) + (_%_ig)- (c—id):
X, =—c—3-d, és

X3 = > (C+id) + & (C—id) = (—1_|ﬁ) (c+|d)+(_1+|§) (c—id):

X3 =—C +/3-d.

Most mér visszatérhetlink a sin (10°) meghatarozo egyenl etéhez!

3 1 1 1 1 1 1 1 1 1
- _Q—__ = = = __— -3 - e T | P A
S=55gP=70 35S \/16+ 256 64+\/ 16 \256 64

1 .3 \/ 1 .3
S \/ 616"\ 16 16"




N =

21 3 _1 1
P st s ea T V-

__ 1 _ 1 —190° & —40°
cos(a) = BT 2 a =120°, 3 40° .

c= Jr-cos(40°) = %-cos (40°), x,=2c=cos(40° =0.766044443 =
= sin(50°).

Hét ez elég megleps! Nem sin (10°) — ot kaptunk, ahogy vartuk!

Node nézzik tovabb!

d= ¥r-sin (40°) = % sin (40°), és ezzel

X, =—C —/3-d = —%- cos (40°) — g sin (40°) = - 0.93969262 = —sin (70°)!

Ez még mindig nem avért sin (10°) !

Xz =—C +/3-d = —%- cos (40°) + g sin (40°) = 0.173648177 = sin (10°) !

Naveégre, csak kijott!

Latjuk, hogy a megoldas nem mindig triviélis!

Miért éppen ezek a szbgek jottek ki?

Az volt akikotésiink, hogy sin (3 x) = 0.5 legyen. Milyen szogekre
teljestl ez? 3 x = 30°, 150°, 390°, 510°, 750°, 870°, sth, ezek harmada:
x =10°, 50°, 130°, 170°, 250°, 290° ,sth, ezek szinusza:

0.173648177, 0.766044443, 0.766044443, 0.173648177, — 0.93969262,

— 093969262, sth, tehdt a 3 gyokiink adédik ki igy val 6ban.



Most nézziink egy olyan esetet, ahol mér tudjuk a gyokoket!

Legyen az egyenletink ezz. (x —1)(x—2)(x +3) =0!

Ennek szemmel |athatéan 3 valds gydkevan: X; =1, X, =2, X3=-3 |
Szorozzuk most 0ssze a 3 zar¢jeles kifgezeést! Kapjuk:

x> +(-1-2+3)x* +(12-13-23)x+123=0, azaz
X>~7x+6=0.

L&tjuk, hogy az x* — estag egytitthatéja nulla, megvallom, direkt igy
vettem fel a 3 gyokot!

Naaz ember azt hinné, hogy ilyen egyszerii esetben a megoldas is egyszeri
lesz. De mint lIatni fogjuk, ez nem igy van!

x>~ 7x+6=0.

Csak ugy tesztelésképpenx=1-reez1-7+6=0,
X=2-reez8-14+6=0&ésx=-3-ra—27+21+6=0-tad,

tehdt jol irtuk fel az egyenletet. Sosem art az dvatossag!

343 . 10 . 10
X, =3-3+ 9——+\/ \/9 \/ 3+|—+§/—3—|—.
1 J \ J27 J27

Na ez szép, de hogyan végezziik €l?

2= 9+ 100 343 / f cos(a)———:—0.841697576,

7

0. =147.3198161° . Sin(o) = —=2_ — 0.539949247.

343



X,=2-C= 2-%cos(%) = 2~\/g-cos(49.10660537°) =2!

Na megvan akkor az egyik gyokunk!

Ebbol rogton kiderdl, hogy akkor

cos(%) = €05(49.10660537°) = ﬁ =0.65465367 !

Akkor pedigc=1!

d=3r.s n(%) _ \E -Sin(49.10660537°) = \E .0.755928946 =1.154700538.
X, =—C —/3-d = — 1 - 1.732050808 - 1.154700538 = — 1 -2 =—3.

X3 =—C +/3-d = — 1 +1.732050808 - 1.154700538 = — 1 +2 = 1.

Hat, el6allt a harom gyokink.

| 2
3-d=2 miattd= —
v3 e

Yarb =33+ 1?07 —1+4i % = ¢ +i d lesz akobgyokvonds eredményel

Valdban, emdljik kobre ezt akifejezést:

, €s ebbdl lathatoan

3
. .2 . 2 4 . 8 . 18-8 . 10
c+idi=|1+i-5 | =143i- £ -3 2.2 = 3422 _34j.—_,
( ) ( ﬁj 3 T3 27 J27 J27

Abban a szerencses helyzetben vagyunk tehét, hogy a komplex szambal
kobgyokot tudtunk vonni, és az eredmeényt ki tudtuk fejezni gyokkifejezéssel!
De nem mindig van ez igy, alegtobbszor kénytelenek vagyunk a

trigonometrikus alakot hasznalni.



L attuk, hogy az egyik gyok 2 ¢, amasik gyok — ¢ —/3-d, a harmadik gyok
— ¢ +/3-d aaka.
2c=2,—c —/3-d =-3, - ¢ +/3-d = 1 volt aszereposztés.

Vagjon ez az egyetlen |ehetséges val asztas?

1 1 5
Legyenpl.2¢c=1,-¢c —/3-d =2 ! Akkor c==, —=-43-d=2, d=——"-—.
eyenp V3 2 T3 V3 203

1 5 6 ) .
—C+J/3:d=-—=-J3.—=——=-3 lesz! Kijott aharmadik gyok!
+3 2 552 J g9y

Osszesen hatféle szerepkiosztas |ehetséges, és mind a hat jo!

A gyokok és egyitthatdk 6sszefliggéseai:

X1+ X+ Xz=2C—C —/3-d — ¢ +/3-d =0, ez amésodfok tag egy(itthatdjal
X1+ Xp+ X1+ Xz + Xp - Xg=

=2c-(-c—/3-d)+2c-(-Cc+/3-d)+(-c —/3:d) - (-c +/3:d) =
=-3-3d=-3 2 =—3 p, az elsdfokui tag egyiitthatdjal
X1-Xp-X3=2C-(—C —/3-d)- (-c+/3-d)=2(-3cd) =

=2a=2q, anulladfoku tag egyitthatéjal

Most nézzlink egy harmadfok( egyenletre vezet példat:

hatarozzuk meg az egysegnyi oldal i hétszog két atldjanak a hosszat!

Abbdl, hogy afeladat harmadfoku egyenletre vezet, kidertl, hogy a hétszoget

nem lehet kdrzével ésvonazoval megszerkeszteni!



Tehat j6jjon a szabalyos hétszog!

1. dbra 2. dbra

A hétszog oldala 1, ahosszu étl6 hosszal + 1 + x = 2 + X, vékony piros

vonal, Két hosszu atl6 altal bezart sz6g ¢ = =25.71428571°,

180°
7

900°

a hétszog két oldala atal bezart sz6g 5¢ = 7

=128.57142857°,

1
in(®
23|n(2)

ahosszu atl6 hossza h = = 2.246979604 = 2+ X , ebbdl

X = 0.246979604 adodik.

Ez az x, mint latni fogjuk, egy harmadfokl egyenletnek tesz el eget.

A rovid atl6 hossza egy koszinusztétel bol adodik:

a? =1+1-2-cos(5¢) = 3.246979604, vegyik észre, hogy ez éppen x +3 !
a=1.801937736.

Most nézzik meg, milyen egyenlet hatérozza meg x — et!

A 2. dboran lathat6 kek hasonlé haromszogekbol:

X+1 ar X
T,amlbol y_X—+1.

X
y

A rdézsaszin hdromszdgekbol:



1+X+y  2+X

= , ebbe betévey —t:
X+2y 1 y
X
1+ X+~ 2
—1+—2+x, azaz X :2X+1+X=2+x, atszorozva
w2 X X<+ X+ 2X
1+Xx

X2 43X +1=(2+X)(X? +3X) = 2X% + 6X + X3 + 3x? = x3 + 5x% + 6X .

Rendezve:

X3 +4x%+3x-1=0.

Ez lesz tehét az egyenletink.

K ellemetlen vonésa, hogy van benne x* — estag is.

4

ennek kikiszobolésére vezessilkk be az u (j valtozét! x=u—=.

3

R

3_g24,3,6_64 4 ,2,16_8 _A)
u®-3u 3+3u9 7 4( +9 3uj+3(u Sj 1=0.

16, 64 64 32

u +§u—ﬁ+§—§u+3u 5=0.
7 7
u —§u—§—0.
\/1323
q== \/IO —q¥ =i

u:i/ 7 1323 \/7 V1323 _1 \/7 1323 1 i/z 1323
= .

54 \s4 "854 3V27'" 2 T3\2

r2=479+%23=¥:343, r=\343=7J7, Ir=+7.

2



cos(a) = L1 L

= _— _— -0.188982236, o = 79.10660535°,
2r 147 2J7 *

= 26.36886845°, Cos(gj =0.895953219,

o
3 3

u= 2-%-% - cos(%j 1580312937, X =u —g _ 0.246979603.

Megkaptuk tehat az x — tinket, ebbol h = 2.246979603 a hosszu &tlo.

3. dbra

A rovid atlé meghatérozasadhoz a 3. abra két fekete hasonlé haromszogét

hivjuk segitsegdil:
X
I+ X+
8 _ 1 o LiX#y 77 Tix_ye,3y41-1.801937736.
1+x+y 1-y 1-y 1 X
1+X

x kozelité meghatérozasa:
x3+4x?+3x-1=0, most e hanyagoljuk az x> — 6t:

V9+441-3_5-3_1_
8 8 4

4x?+3x—-1=0, ennek megoldasa x = 0.25,

elég jol kozeliti az x = 0.246979603 — at.

Most azt igazoljuk, hogy & = x + 3!



a=x>+3x+1, é x3=1-3x-4x?, ezzd

a=(X?+3x+1D? =x*+9x2 +1+6x3+2x2 +6X =

=X*+6X3+11x% + 6X +1= X(1-3X — 4x?) + 6(1— 3X — 4x?) +11x? + 6X +1=

=X —3x% —4(1-3X — 4%?) + 6(1- 3x — 4x?) +11x? + 6X +1=

=X —3X?—4+12X +16X?+6—18X — 24x* +11X* +6X +1=3+X .

Tehét sikeriilt igazolni az & = x + 3 képletet.

Az x egy algebrai szam, ami azt jelenti, hogy gyoke egy véges fokszamu
polinomnak. Ha a polinom legmagasabb fokszamu tagjanak az egyitthatdja 1,
akkor x — et algebrai egésznek nevezzik.

Az x — bél az alébbi algebrai egészek képezhetok: z = a+ bx + cx? , ahol

a, b és c egész szamok. Ezek az algebrai egészek gyiiriit képeznek az
Osszeadassal és a szorzassal mint miivel etekkel. Ha megengedj ik hogy az

a, b és c szdmok raciondlis szamok legyenek, és a gyiri nullosztomentes,
akkor algebral testet kapunk, amelyben elvégezhet6 az osztas minden nem
nulla szammal. Mi most az algebrai egészek gyirijét nézzik meg részletesen.
Legel 6sz0r is mega kotjuk az algebrai egészek métrixreprezentaciojét.

Ezt a kovetkezoképpen tehetjilk meg: vesszilk az, az x-z és az x>z szamokat,
és ezek egyUtthat6ibdl mint sorokbdl métrixot képeziink.

A z— nek megfelel6 sorvektor az (a, b, c) sorvektor lesz.

x-z=ax +bx®+ox® = ax + bx* + ¢(1— 3x — 4x%) = ¢ + (a— 3c)x + (b — 4c)x?,

ennek megfelelden a métrix kdzépso sorvektora ez lesz: (¢, a— 3c, b — 4c¢).



x%z=x-(x*z) = cx + (a— 3c)x* + (b—4c) x° =

=cx + (a— 3c)x* + (b—4c)(1 - 3x — 4x%) =

= (b—4c) + (- 3b + 13c)x + (a— 4b + 13c) X°.

Ennek megfelel6en améatrix harmadik sorvektora ez lesz:
(b—4c,—3b+13c,a—4b + 13c).

[gy végiil ezt a métrixot kapjuk:

a b C
a+bx+cx’=| ¢ a-3c b-4c
b-4c -3b+13c a-4b+13c

Ez nem mas, mint

100 0O 1 O O 0 1
al!0 1 0|+b:|O0 O 1 |+c|1 -3 —4|=al+b-x+c-x>.
001 1 -3 4 -4 13 13

Haab melletti matrixot négyzetre emeljik, a c melletti matrixot kapjuk,

tehdt x-x = x* igaz r§uk. Hapedig az x — et az x* — tel szorzom, kapom:

1 -3 -4
X-Xx?=x3=|-4 13 13 |=1-3x-4x°.
13 -43 -39

Most az x —€t reprezentdl 6 métrix Ugy lett konstrudlva, hogy kielégiti az
x> = 1 — 3x — 4x* harmadfoku egyenletet. De ennek az egyenletnek
harom gyoke van! Most az igy kapott métrix melyik gyokot képviseli?

Hamarosan valaszt kapunk erre akérdésreis!



Most bevezetlink egy nagyon fontos fogalmat, a nor ma fogalmét.

A norma nem egyéb, mint az szamot reprezental 0 métrix determinansa.

A determinans pedig amatrix 3 sorvektora altal kifeszitett paral el epipedon
térfogata. Ez atérfogat egész szam, megpedig annyi, ahany egész racspont esik
a paral elepipedon belsgjébe, ha a 8 cslicsot egynek vesszik (ezek algebrai
szempontbdl ugyanazt a szamot reprezentdljak) és ugyancsak egynek vesszik
aszemkozti oldalakra eso racspontokat, ha vannak ilyenek.

Ezek a paralel epipedonba eso racspontok adjak a z algebrai egész altal

| étesitett maradékosztalyt, tehat ha z — vel maradékosan osztok, akkor a
lehetseges maradékokat. A determinans tehat nem mas, mint a maradékosztaly
elemeinek a szama. Illetve a determinans abszol Gt értéke, mert a determinans
lehet negativ is, sdt nullais. Ekkor nullosztordl beszel tnk.

Most szamoljuk ki ezt a determinanst!

D =a(a—3c)(a—4b + 13c) — a(b — 4¢)(—3b + 13c) —bc(a— 4b + 13c) +

+ b(b — 4c)(b — 4c) + c*(-3b + 13c) — c(a— 3c)(b — 4c) =
=a-4ab+13ac-3ac+12ac—-39ac®+3a’ - 13 abc - 12 abe +

+ 52 ac® — abc +4 b’c — 13 bc® + b* — 4b’c — 4b’c + 16 bc” — 3bc® + 13 ¢ — abe +
+4ac®+3bc”-12¢°:
D=a’+b’+c*—4ab+3ab’+10ac+ 17 ac®°—4b°c+3bc® —15abc

Ezt aszamot igy jeldljuk: D = N(a, b, ¢). Ez anormatehat.



Most ellendrzésképpen szamoljuk ki néhany z szam normgjat!
z=1+x:N(1+x)=N(1,1,0=1+1+0-4+3+0+0-0+0-0=1.
Haanormal vagy — 1, akkor a szamot gyiriegységnek nevezziik.

A gylriegysegek a szorzasra nézve csoportot alkotnak, két gytriegyseg
szorzata szintén gyiirtiegység. A norma legfontosabb tulg donséga az, hogy
szorzattartd, azaz két szdm szorzatanak normga = anormak szorzataval!

Ennek belatasdhoz elég azt tudni, hogy a determinans maga is szorzattarto!
w=1+x":N(1+x)=N(1,01)=1+0+1-0+0+10+17-0+0-0=29
Mennyi N(z-w) ? A vart eredmeény N(z) - N(w) = 1- 29 = 29 kell legyen.
ZW=(1+X)(L+x) =L+ x+xX*+x3=1+x+x°+1-3x-4x*=2—-2x—3X°
zw =(2,—-2,-3).

N2 -2, -3)=8-8-27+442+324-1043+17-29+ 443 -
-329-15223=

=8-8-27+32+24-120+ 306 + 48— 54 — 180 = 29.
D=a+b’+c’—4ab+3ab*+ 10ac+ 17 ac”— 4 b’c + 3bc® — 15 abc

tehdt jonak tinik. Bevallom, mikor ezt kiszamoltam, €l6szor egy szdmolasi

hiba miatt N(1, —2, —3) —at szamoltam, ami 13 — nak adddott, sehogy se értettem,
miért nem stimmel az eredmény. Ezért fontos az ellenérzés!

Miutan megismerkedtiink a norméaval, szamoljuk ki amar ismert

(x — 1)(x — 2)(x + 3) = 0 egyenletiink gyokeit reprezentdl 6 métrixot!

Itt x* = 7x — 6. Meg fogunk lepsdni az eredményen, és (j felismerésekre jutunk!



z=a+bx + cx?, ennek megfelel6en amétrix elss sora (a, b, ¢) lesz.
x-z=ax + bx? + ox® = ax + bx? + ¢(7x — 6) = — 6¢ + (a+ 7c)x + bx?,
ennek megfelel6en amétrix mésodik sora (- 6¢, a+ 7c, b) lesz,

X%z = X-(X-Z) = X-(— 6C + (a+ 7¢)x + bx?) =— 6¢x + (a+ 7c)x* + bx® =
=—6cx + (a+ 7C)x? + b(7x — 6) =— 6b + (— 6C + 7h)x + (a+ 7c)X°,
ennek megfelelen amatrix 3. sora (— 6b, — 6¢ + 7b, a+ 7c) lesz.

A matrixunk tehét:

a b C
Zz=|-6c a+7c b |.
-6b -6¢c+7b a+7c

Innen lathato, hogy

0 10 0O 0 1
x=|0 0 1|,x*=|-6 7 0.
-6 7 0 0O 6 7

Az isléhato, hogy det x = — 6, det x* = 36.

Egyszerii szamolas meggy6z arrdl, hogy x-x* = x° = 7x — 6 teljesill.
Mennyi az métrix determinansa?

N(a b, c) = D = a(a+ 7c)(a+ 7c) — ab(-6¢ + 7b) + 6bc(a+ 7c) — 6b° —

— 6¢%(—6¢C +7b) + 6bc(a+ 7c) =

= a+49ac’+14ac+6abc—7ab*+ 6abc+42bc” -6 b’ + 36 ¢ —
—42bc® +6abc+42bc”:

N(a b, c) =a’- 6b® + 36 ¢ — 7ab® + 49 ac®+ 14 a’c + 42 bc® + 18 abc .

Vegyilink néhany konkrét példat!



N(1,1,1)=1-6+36-7+49+14+42+18=147=3.7-7.

Nemsokara latni fogjuk, hogy ennek a szorzatrabontasnak jelentésége van!
N(1,1,00=1-6+0-7+0+0+0+0=-12=23(-2).
N(0,1,1)=0-6+36-0+0+0+42+0=72=266.
(1,1,0°=(1+x°=1+2x+x*=(1, 2, 1).

Mivel N(1, 1, 0) =— 12 volt, N(1, 2, 1) = 144 kell hogy legyen.
N(1,2,1)=1-68+36-74+49+ 14+ 42.2 + 182 = 144, oké
N(1,-1,0)=1+6-7=0, hoppa, itt nullosztok is vannak!
(1,1,0)(1,-1,0)=(L+x)-(1-x)=1-x*=(1,0,-1),

N(1, 0, 1) = 0 kell teh&t legyen!

N(1,0,1)=1-36+49 - 14 =0, valéban!

Amikor N(1 —x) = 0 volt, akkor az x Ugy viselkedett, minthax = 1 lenne!
Es most idézzilk emlékezetiinkbe az x3 = 7x — 6 egyenlet gyokeit:
X1=1,Xo=2,X3=—3!

Vaon haaz x ugy viselkedik, mint a2, vagy a— 3, akkor is 0 lesz a norma?
N(2-x)=N(2,-1,0)=8+6-7-2=0valdban!
N(3+x)=N(3,1,0)=27-6-7-3=0! reményeinkben nem csal 6dtunk!
z=a+bx +cx’milesz, hax = 1, x = 2 vagy x = — 3? Nem més, mint
zi=a+b+c, zz=a+2b+4c,észz;=a—-3b+9c!

Lehet, hogy anorma ebbdl a 3 faktorbdl tevodik 6ssze? Nézzik meg!



Z,-2-zz=(@+b+c)-(a+2b+4c)- (a—3b+9c) =

(& + 2ab + dac + ab + 2b° + 4bc + ac + 2bc + 4¢?) - (a— 3b + 9¢) =

= (a® + 3ab + 5ac + 2b? + 6bc + 4c?)- (a—3b + 9c) =
=a+3ab+5ac+2ab’ +6abc+4ac’— 3ab-9ab”— 15abc -
—6b°—18b°c —12bc® + 9a’c+ 27 abc + 45 ac” + 18 b°c + 54 bc® + 36 ¢° =
—a’+14ac—7ab’+18abc+49ac’—6b°+42bc*+36c*=N(a, b, ¢) !
Latjuk, a sorrendtél eltekintve ugyanazt kaptuk val éban!

Ezzel egy nagy felismerésre jutottunk:

A normakifejezés dtalanos alakja:

N(a b, ¢) = (a+ bx; + cx2)(a+ bx, + cx,?)( a+ bxz + cx3?) !

A z, = a+ bx, + cx,° algebra egész konjugdltjainak nevezzik a

Z, = a+ bx, + cx,° agebrai egészt ésaz; = a+ bxs + cxs® algebrai egészt,
ahol X4, Xo, €s X3 ugyanannak az egyenletnek a gyokel.

Ha afenti normakifejezést sszeszorozzuk, ilyen tagokat kapunk:

&, b (Xy-XoXz) , ab?(X1-Xp + X1-X3 + XoX3) , &@bB(Xy + Xp + X3) , éSitt
rogton felismerhetjiik a gyokok és egyltthatok dsszefliggeseit!

Hax® + px? + gx + s= 0 az egyenletiink, és ezt ilyen alakban irjuk:

(X — X)( X = X2)( X — X3) = 0, akkor azt |&tjuk, hogy

x? egylitthatdja— (X; + Xo + X3) = p,

X egyutthatoja (X1-Xo + X1-X3 + X2-X3) = (, €S

anulladfokl tag — X1-X>-X3 = s lesz, azaz ndlunk X3 — 7x + 6 = 0 miatt

X1 + X, + X3 = 0, mert nincs masodfok( tag, ezért az a’b egyiitthatdja a normaban



nullalesz, ésléthatjuk, hogy tényleg nincs benne a’b — stag!

Az ab® —estag egylitthatdja (X1-Xo + X1-Xs + Xo-X3) = q=— 7 , éstényleg az!
A b’c egyiitthatdja (X;-Xo-Xa” + X1-X2% Xz + X15X2-X3 ) = X1-Xo-Xa(X1 + Xp + X3) = SP
azaz 0, mert ndlunk p = 0, és l4thatjuk, hogy tényleg nincs b’ a norméban!
A bc? egyiitthatdja (Xo-Xo2-Xa” + X12-Xo-Xg" + X12Xp>X3) =

= Xq1-Xo-X3(X1- X2 + X1-X3 + XorX3) = — S = 6-7 = 42, és tényleg annyi!

Vannak olyan tagok, amiket egyenlére nem tudunk értelmezni:

Az abc egyiitthatdja (X1-Xo” + X1-Xg” + Xo-Xa” + X122 Xz + X17-X3 + X>X3),

ezt most nem tudjuk a gyokok és egyUtthatok osszefliggéseivel megadni.
Az ac? egyiitthat6ja (x1% X, + X1%X5° + Xp>X57), ezt se tudjuk megadni.
Csinaljunk egy trikkot: havalami nulla, akkor a négyzete is nullal

Tehdt ha (X — X1)( X — X2)( X — X3) = 0, akkor (X — X;) (X — X2) %( X — Xg) > = 0!
Kifgjtve: (X2 + X1 — 2xX1) (X% + X2 — 2XX2) (X* + Xg* — 2XX3) = 0.

Most ha tsszeszorozzuk, akkor pl. az x* egyiitthatéja

(X% + Xo° + Xg°) + 4 (X1-Xp + X1-X3 + XX3) lesz!

(X1-Xo + X1-X3 + Xo-X3) = q =— 7, €s ha az egyenletet négyzetreemelem:
C—Tx+6)2=x°+49x*+ 36— 14 x*+ 12 x>~ 84 x,

az x*— estag egytitthat6ja— 14 = (X1%X2” + X1>X3° + X,>X5’) — 28 tehét,

tehdt (X, + xo° + x3°) = 14 kell legyen. Ez, ha megnézziik, az a’c —s tag

egyltthatOja, és az valdban 14!



A gyokokbol képzett szimmetrikus polinomokkal tehat ki tudjuk fejezni
anormét! A Galois— elmélet éppen a szimmetrikus polinomokra éplil.
Most kivételesen ismerjik magukat a gyokoket is, és azokkal kozvetlendl is
ki tudjuk szamolni a szimmetrikus hatvanydsszegeket:

X1 =1, Xo = 2, X3 = -3, ezekkel

X2+ X2+ X)) =1+4+9=14,

(X1°X2” + X17X3" + Xo*Xg?) = L4+ 1.9 + 4.9 = 49,

X% X2 X5> = 1.4-9 = 36,

Ezekkel meg tudjuk adni azt az egyenletet, amelynek a gyokei x;°, X,%, X3° !
Ez az egyenlet igy 8l €l6: (X — X% - (X — %22 - (X — X5°) = 0, azaz

X3 — (X2 + X7 + Xg7) X2+ (X1 2% + X2 Xg” + Xo2X57) X — X12-Xp> X" = 0
ebbdl x° — 14 -x* + 49 -x — 36 = 0 adodik.

Az x —et és az x* — et reprezentdl 6 métrixokbdl is megkapjuk az egyenletet:
A métrix karakterisztikus egyenlete igy néz ki: det (A — A-E) =0, ahol

A asgétértek, és E aharmadrendi egysegmatrix.

Tegylk az A helyébe az x matrixot:

% 1 0
det(x-A-E)=det| 0 -A 1 |=-A3+7L—6=0, tehdt 13- 7A+6=0!
6 7 -A

Most mar valaszt tudunk adni arra a kérdésre, hogy melyik gyokot képviseli
az x matrix: mind aharmat! Lattuk, hogy a norma kifejezéseben mind a3

gyoOk szerepel! Tehat az x métrix Ugy visekedik, mint a3 gyok egyuttese!



det(x?—-E) = det :?3 7?x (1) =-(7-1)" +36=0, tehét
0O -6 7-A

A34+14-02-49-1.+36=0, azaz A>-14-12+49-.-36=0.

Megkaptuk tehat az egyenlettinket.

Most irjuk fel anormat a szimmetrikus polinomokkal!

N(a b, €) = (a+ bx; + cx;9)(a+ bx, + cx,%)(a+ bxs + oxg’) =

=& + X1 XoXg b + X2 X2 %52 € + &b (Xy + X + X3) +

+ ab® (X1 Xo + X1Xg + XpXg) +&C(X" + Xo° + X5°) +

+ aC% (X2 Xo” + X15Xg” + Xo2Xg?) + BPC-(X1-Xo-Xa” + Xp-Xo™Xa + X5 Xp-X3 ) +

+ DC% (X1 X2 X5" + X17-Xp X5 + X12-Xp>X3 ) +

+ abC- (X1 X2” + X1 Xg” + Xo-Xa” + X1% X + X1%Xg + X2°X3).

Hax® + px® + gx + s = 0 az egyenletiink, akkor (x® + px* + gx + 8) =0,
azaz x° + pX* + X + & + 2px° + 20x* + 253 + 2pax°® + 2psx® + 2gsx =0,
rendezve:

X%+ 2px° + (p?+ 2q) X* + (2s + 2pq) X3 + (2ps + o) X + 2gsx + & = 0.

(X —X1) 2(X = X2) (X —Xg) = O
(X + X% — 2xX1) (X2 + X7 — 2xX2) (X° + X3° — 2xX3) = 0. Kifejtve:

X— 2 (Xg + Xo + X3) X° + (Xi© + X7 + Xg°+ 4 X1 Xo+ 4 Xy Xg+ 4 Xp Xg) X* —
— (2(X2% Xo+ X1 X3+ Xo° Xg+ X Xo° + X1 Xa~ + X2 Xa~ )+ 8 X1 Xp X3) X° +
+ (X% X7+ X1Z Xg* + Xo Xa° + A(Xq-Xo-Xg” + X1-Xo> X + X1 2 XpX3)) X —

— 2 (X0 X2 Xg + X2 X Xg + X2 X% Xz ) X + X1% %o X5© = 0.



Osszehasonlitva az egy(itthatokat, ezt kapjuk:

=— (X1 + Xo + X3), €zt eddig is tudtuk.
P2+ 20 = X2+ X2 + XgP + A Xq Xo+ A Xq Xa+ 4 Xo X3 = Xi° + Xo° + Xg°+ 4 q,
amibdl x,% + x,° + x5° = p°— 29 . Ndunk ez 14.
25+ 2pa = — 2(X1% Xo + X1 X3+ Xo? Xg+ Xq Xo° + X1 Xa* + X2 X3°) — 8 X1 X2 X3, €bbd|
X1% Xo+ X1 Xg+ Xo° X3+ Xy Xo° + X1 X3° + X2 X3°= 35— pq , ndunk 18.
Vadban,1.2-1.3-43+14+19+29=18.
2PS+ F = X1 Xo° + X° Xg~ + Xo© Xg~ + A(X1-Xo-Xa” + X1-Xo™ Xz + X1°Xp-X3), 828z
2ps + 0F = X1% X2 + X1% X3+ Xo° X4~ + 4ps, ebbd|
X122 Xo°+ X1 X352 + Xo° X532 = @F — 2ps, ndlunk 49.
205 = — 2 (X1-X2>Xa” + X:2XoX32 + X2 X2 X3 ), €z istrivialitas.
& = X2 X2 X3 , ez istriviaités.
Megkaptuk tehat a minket érdeklé szimmetrikus hatvanytsszegeket.
Hatehdt z = a+ bx + cx?, ésx kielégiti az x® + px® + gx + s = 0 egyenl etet,
akkor N(z) =N(a, b, c) =a®—s b*+ % ¢ —p- &b + g ab®+ (p°— 2q)- &c +
+ (o°— 2ps)- ac® + ps b’c—gs bc?+ (3s—pq) - abc lesz anorma
Legyen most x> = 1 — 3x — 4x® az egyenletiink. Mint 1&tuk, a norma ekkor
N=a’+b’+c’-4ah+3ab*+10a’c + 17 ac® — 4 b’c + 3 bc” — 15 abc.
Ellendrizzik a képlettinket!
p=4,q=3,s=-1, teha
N=a’+b*+c’-—4ab+3ab’+(16-6)ac+ (9+8)ac®—4b’c+

+ 3 bc? + (-3 - 12) ahc, éstényleg stimmel!



Mint I&tjuk, aképleteink akkor is stimmelnek, ha a gyokok irracionalisak.
Akkor is stimmelnek, ha komplex gyokok is vannak!

Térjunk vissza a bevezetoben emlitett sorozathoz!

1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86,
114, 151, 200, 265, 351, 465, 616, 816, 1081, 1432, 1897,
2513, 3329, 4410, 5842, 7739, 10252, 13581, 17991, 23833,
31572, 41824

Ennél két szomszédos szdm hanyadosa ahhoz az x szamhoz tart, amely kiel égiti

Py 1= 41, [23 #1_ (23 _
az x° — x — 1 =0 egyenletet. x \/2+ 108+ 5 \108 1.324717957...

Ez egy val6s gyok, és mellette még van két konjugalt komplex gyok is.

Mennyi itt az = a+ bx + cx® szdm normégja?
p=0,g=-1,s=-1,teha

N=a-s b®+& - p ab+q ab’+ (p°—2q)- ac+

+ (o°— 2ps)- ac® + ps b’c—qs bc?+ (3s—pq) - abe :
N=a+b’+c® —ab’+2ac+ac’ bc’—3abc,

nézzik meg, j6l szamoltunk — e?

N(1,1,0 =1+ 1-1=1, na, taldtunk egy egyseget!
(1,1,0°=(1,2,1),

N(1,2,1)=1+8+1-4+2+1-2-6=1, ez tehdt rendben van.
Az egység minden hatvanya egység, ezért ebben a gyiiriben végtelen sok
egyseg van! Nézzilk meg az egység hatvanyait!

(1,1,0° =1+3x+3*+x*=2+4x +3x*= (2, 4, 3)

(1,1,0 =2+4x +3*+ 22X + 4+ 3= (5,7, 7)



(1,1,0°=(57,7+(0,57) + (7,7,0) = (12, 19, 14)

(1,1, 0)° = (12, 19, 14) + (0, 12, 19) + (14, 14, 0) = (26, 45, 33)

N(26, 45, 33) = 17576 + 91125 + 35937 — 26-2025 +2-676-33 + 26-1089 —

— 45.1089 — 3-26-45-33 = 83, ennek 1 — nek kéne lennie!

N=a+b’+c® —ab’+2ac+ac’ bc°—3abc,

N(5 7,7) =125+ 343 + 343-549 + 2.257 + 549 - 7-49 - 3.5:7.7 =83
tehat mar itt hiba van!

(1,1,0" =2+4x +3*+ 2x + 4x* + 3= (5,9, 7) !

N(59,7) =125+ 729+ 343-581 + 2.257+549-949 - 3.59.7= 1.
Szandékosan hagytam benne ezt a hibét, hogy prezentaljam, hogyan szokott
az ember téveszteni, és hogyan tudja a hibét |ebuktatni!

Az elvérasom az volt, hogy az (a, b, c) szamban az a helyén dlé szam éppen
a sorozatunk eleme legyen, és a 26 kilogott, itt fogtam gyan(t!
(1,1,0°=(5,9,7)+(0,5,9) + (7,7, 0) = (12, 21, 16)

(1,1,0)° = (12, 21, 16) + (0, 12, 21) + (16, 16, 0) = (28, 49, 37)

(1,1, 0)" = (28, 49, 37) + (0, 28, 49) + (37, 37, 0) = (65, 114, 86)

Latjuk, hogy az algebrai szamunk elsb tagja, az a az aldbbi sorozatot
alkotja 1,1, 2, 5,12, 28, 65, ... = a[-1], a[2], a[5], a[8], a[11], a[14], a[17], ...
itt feltettlk, hogy a[0] =0, ésigy a-1] = 1.

Az algebrai szam mésodik tagja, a b szintén egy sorozatot alkot:
1,2,4,9,21,49,114, ...itt 114=249+29-2,49=221+24-1,

azt varjuk, hogy ez a sorozat is engedelmeskedik valami szabalynak.



Sorozatokkal kezdtik ezt a cikket, és sorozatokkal fejezzik is be.

Ha jobban érdekelnek a sorozatok, a Sloane katal dgusban tobb mint szazezret
tald hatsz. Ird be a Googleba azt hogy sloane’s on-line, és az elss taldatot vedd.
Itt a keresobe be lehet irni egy szdmsorozat elsé néhany tagjét, és kiadja hogy
van — e ilyen a katal gusban. Ha nincs, és tudod, hogyan kell generani, akkor
beirhatod mint Uj sorozatot, és ha elfogadjak, akkor ate neveden fut!

Habeirod a Sloane keresojébe azt hogy kristmikl, kiadja az én sorozataimat.
Hat mar tobb mint szézat irtam bel

Vannak harmadfokU sorozatok is, azaz olyan sorozatok, amelyeknél a két
egymést koveté elem hanyadosa egy harmadfokl egyenletnek engedel meskedd

szamhoz tart. Néhany példailyenre:

a[l1l]:=1:a[2]:=1:a[3]:=1:for n from4 to 30 do
a[n]:=a[n-1] +a[ n-3] od:
seq(a[ n],n=1..30);

1, 1, 1, 2, 3, 4, 6, 9, 13, 19, 28, 41, 60, 88, 129, 189, 277,
406, 595, 872, 1278, 1873, 2745, 4023, 5896, 8641, 12664,
18560, 27201, 39865

a[l1l]:=1:a[2]:=1:a[3]:=1:for n from4 to 30 do
a[n]:=a[ n-1] +2*a[ n-3] od:
seq(a[ n],n=1..30);

1, 1, 1, 3, 5 7, 13, 23, 37, 63, 109, 183, 309, 527, 893,
1511, 2565, 4351, 7373, 12503, 21205, 35951, 60957, 103367,
175269, 297183, 503917, 854455, 1448821, 2456655

a[l]:=1:a[2]:=1:a[3]:=1:for n from4 to 30 do
a[n]: =a[ n-2] +2*a[ n-3] od:
seq(a[ n], n=1..30);

1, 1, 1, 3, 3, 5, 9, 11, 19, 29, 41, 67, 99, 149, 233, 347,
531, 813, 1225, 1875, 2851, 4325, 6601, 10027, 15251, 23229,
35305, 53731, 81763, 124341



Most jovok csak ra, hogy egy kicsit figyelmetlen voltam. Az algebrai szam
masodik eleme dltal alkotott 1, 2, 4, 9, 21, 49, 114, ... sorozat nem egyéb, mint
a[1], a[4], d7], a10], a[13], a[16], a[19], ... ! Esaharmadik elem &ltal alkotott
0,1,3,7,16, 37, 86, 200, ... sorozat nem egyeb, mint a0], a 3], g6], 9], ...!
Itt a[0] = O véalasztéssal étink.

De adjuk meg a sorozatot igy:

a[l]:=1:a[2]:=0:a[3]:=0:for n from4 to 40 do
a[ n]:=a[ n-2] +a[ n-3] od:
seq(a[ n], n=1..40);

1, 0, O, 1, O, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21, 28,
37, 49, 65, 86, 114, 151, 200, 265, 351, 465, 616, 816, 1081,
1432, 1897, 2513, 3329, 4410, 5842, 7739, 10252

Ekkor mondhat;juk:

(1+x)"=(1,10"=a3n+1] +a3n+3]x+a3n+2]x*,n=0,1,2, ...
fgy valoban az aldbbi hatvanysort kapjuk:

(1,1,0°=(1, 0, 0)

(1,1,01'=(1,1,0)

(1,1,0°=(1,2,1)

(1,1,0°=(2 4,3)

(1,1,0%=(59,7)

Na, most az a kérdés, hogy akkor az x egyenletének 3 gyockeével |étre |ehet
hozni magat a sorozatot is? A vélasz az, hogy igen!

El6sz0r szdmoljuk ki a sorozat generétorfliggvenyeét!



A generétorfiiggvény: g(x) = a[0] + a[1]-x + a[2]-x* + a[3]-x* + a[4]-x* + ...
Mennyi a[0] ?Nos, 0] + g 1] =a3], azaz a[0] + 1 =0, tehét g0] =— 1.

g(x) +x-g(x) = a[0] + (&[0]+ a[1])-x + ([ 1]+ a[2])-x" + ([ 2]+ &3])x* + .=

= a[0] + a[3]-x + a[4]-x* + a[5]-x* + 6] X" + ...= g(x)_a[g_a[l}x +a[0],

0X)-(CE— 1) =1 x ¢, innen g(x) = XX
—1+x%+x3

Most ezt leteszteljik a Maple 7 programmal :

restart:

G(x):=(1-x-x"2)/(-1+x"2+x"3):

f[0]:=Qx):

for n froml to 30 do f[n]:=diff(f[n-1],x) od:
x: =0:

seq(f[n]/n!,n=0..30);

-1, 1, O, O, 1, O, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 4, 5, 7, 9, 12, 16, 21,
28, 37, 49, 65, 86, 114, 151, 200, 265, 351, 465, 616

Nagyon j6, megkaptuk a sorozatunkat, még a[0] is megvan az elgjén!

A sorozat igy szerepel a Sloane katal dgusban:

A000931 Padovan sequence: a(n) = a(n-2) + a(n-3).

(Formerly M0284 N0102)

1,0,0,1,0,1,1,1,2,2,3,4,5,7,9, 12, 16, 21, 28, 37, 49, 65, 86, 114, 151,
200, 265, 351, 465, 616, 816, 1081, 1432, 1897, 2513, 3329, 4410, 5842, 7739,
10252, 13581, 17991, 23833, 31572, 41824, 55405, 73396, 97229, 128801,
170625

FORMULA G.f.: (1-x"2)/(1-x"2-x"3).

a(n) isasymptotic to r™n/ (2*r+3) wherer = 1.3247179572447..., the real root of
x"3=x+1.- DELEHAM Philippe (kolotoko(AT)wanadoo.fr), Jan 13 2004

a(n)"2+a(n+2)"2+a(n+6)"2 = a(n+1)"2+a(n+3)"2+a(n+4)"2+a(n+5)"2
(Barniville, Question 16884, Ed. Times 1911).



a(n) = central and lower right termsin the (n-3)-th power of the 3 X 3 matrix
M=[010/001/110].E.g.a(13)=7.M"0=[354/475/597].
- Gary W. Adamson (gntmpkt(AT)yahoogroups.com), Feb 01 2004

G.f.: Y/ (1-x"3-x"5-x"7-x"9-....) - Jon Perry (perry(AT)globalnet.co.uk),
Jul 04 2004

a(n+4)=sum{ k=0..floor((n-1)/2), binomial (floor((n+k-2)/3), k)}.
- Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie), Jul 06 2004

a(n)=sum{ k=0..floor(n/2), binomial (k, n-2k)} - Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie),
Sep 17 2004

a(n+3) isdiagonal sum of A026729 (as a number triangle), with formula
a(n+3)=sum{ k=0..floor(n/2), sum{i=0..n-k, (-1)"(n-k+i)C(n-k, )C(i+k, i-k)} }
- Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie), Sep 23 2004

a(n) = a(n-1)+a(n-5) = A003520(n-4)+A003520(n-13) =
= A003520(n-3)-A003520(n-9).
- Henry Bottomley (sel6(AT)btinternet.com), Jan 30 2005

a(n+3)=sum{ k=0..floor(n/2), C((n-k)/2, k)(1+(-1)"(n-k))/2};
- Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie), Sep 09 2005

The sequence 1/(1-x"2-x"3) (a(n+3)) is given by the diagonal sums of the
Riordan array (1/(1-x"3), x/(1-x"3)). The row sums are A000930.
- Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie), Feb 25 2005

a(n) = A023434(n-7)+1 for n>=7. - David Cdlan (calan(AT)stat.wisc.edu),
Jul 14 2006

a(n+5) corresponds to the diagonal sums of A030528. The binomial transform of
a(n+5) is A052921.

a(nt+5)=

=sum{ k=0..floor(n/2), sum{ k=0..n, (-1)*(n-k+1)C(n-k, i)C(i+k+1, 2k+1)}}.

- Paul Barry (pbarry(AT)wit.ie), Jun 21 2004

r(n-1) = (Ur)*a(n) + r*a(n+1) + a(n+2); wherer = 1.32471... isthe real root of
x"3-x-1=0. Example: 18 = (Ur)*a(9) + r*a(10) + a(11) = (Ur*2+r*3+4 =
=9.483909... - Gary W. Adamson (gntmpkt(AT)yahoo.com), Oct 22 2006



a(n) = (r*n)/(2r+3) + (s*n)/(2s+3) + (t*n)/(2t+3) wherer, s, t are the three roots
of x3-x-1in any order. - Keith Schneider (schneidk(AT)email.unc.edu),

Sep 07 2007

EXAMPLE When run backwards gives (-1)*n* A050935(n).

MAPLE AQ000931 := proc(n) option remember; if n=0then 1 elif n<=2
then 0 else A000931(n-2)+A000931(n-3); fi; end;

A000931:=-(1+2)/(-1+z** 2+Z** 3);
[Conjectured by S. Plouffe in his 1992 dissertation.]

MATHEMATICA
CoefficientList[Serieq[(1 - x*2)/(1 - x*2 - x"3), {X, 0, 50}], X]

al0] =1;e[1] =a[2] =0; a[n_| :=an] =a[n- 2] +&n-3]; Table[an], {n, 0,
51}] (from Robert G. Wilson v (rgwv(at)rgwv.com), May 04 2006)

Na, ez van a Sloane katal 6gusban, sok érdekeset tudhatunk meg beléle.
Kulon kiemelem a matrixra vonatkozd megjegyzest:

a(n) = central and lower right termsin the (n-3)-th power of the 3 X 3 matrix
M=[010/001/110].E.g.a(13)=7.M"0=[354/475/597].

010
Itta| 0 O 1| métrix van emlegetve, ami nem egyéb, mint az x> = 1 + X
110
010 (354
egyenletet kielégité gyokot reprezentalo métrix. |0 0 1| ={4 7 5].
110 597

Most legyen x1, X», X3 az X° = 1 + x egyenlet 3 gyoke! (ketté konjugdlt komplex)
Nézzuk, milyen sorozatot kapunk az a[n] = x," + x," + X3 hatvanydsszegbdl!

a0l =1+1+1=3, d1] =x; + X, +x3 =0, mert nincs masodfoku tag.



A2l = x1 2+ X2+ 32 = (U+ V) 2+ (eu+e2V) P+ (E2u+ev)l=

= U+ VP + 20V + 20 + gV + 2.5-Ue%V + MU + €2V + 2.5 Ue Y =
=W+ VP + 20V + 2P+ eVi+ 22UV + e U2 + £2VP 4+ 2.UV = B.UV = 2,
mert® =1, 3uv=3-¥a2-b? =1 amegoldoképlet alapjan.

Tehat a sorozatunk igy indul: 3,0, 2, ...

sejtésiink az, hogy igy fog folytatddni: a[n] = an—2] + a[n— 3],

tehé asorozatunk: 3,0, 2, 3, 2,5, 5, 7, 10, 12, 17,22, 29, ...
Figyeljuk meg, hogy az a[n] = a[n— 1] + an — 5] szabaly isteljestil!
Rakerestem a Sloane katal 6gusban:

A001608 Perrin (or Ondregl Such) sequence: a(n) = a(n-2) + a(n-3).
(Formerly M0429 N0163)

3,0,23,25,5,7,10, 12, 17, 22, 29, 39, 51, 68, 90, 119, 158, 209, 277, 367,
486, 644, 853, 1130, 1497, 1983, 2627, 3480, 4610, 6107, 8090, 10717, 14197,
18807, 24914, 33004, 43721, 57918, 76725, 101639, 134643, 178364, 236282,
313007

Asymptotically, a(n) ~ r™n, with r=1.3247179572447... the inverse of the real
root of 1-x"2-x"3=0

FORMULA G.f.: (3-x"2)/(1-x"2-x"3).
a(n)=r1™n+r2"n+r3"n whererl, r2, r3 are three roots of x"3-x-1=0.

a(n-1)+a(n)+a(n+1)=a(n+4), a(n)-a(n-1)=a(n-5). - Jon Perry
(perry(AT)globalnet.co.uk), Jun 05 2003

a(n) = thetrace of M*n whereM =the3 X 3matrix [010/001/110].
2. a(n) = 2* A000931(n+3) + A000931(n)

E.g. a(10) =17=(3+ 7+ 7) = trace of M"10. - Gary W. Adamson
(gntmpkt(AT)yahoo.com), Feb 01 2004



MAPLE AO001608:=-z*(2+3*2)/(-1+z**2+Z** 3);
[Conjectured by S. Plouffe in his 1992 dissertation.]

PROGRAM (PARI) a(n)=if(n<0, 0, polsym(x"3-x-1, n)[n+1])
A kékkel kiemelt két sor utal arra, hogy a[n] = x." + x," + x3", illetve amér
emlitett reprezentdl 0 matrix spurja, azaz afoatldban levo elemek Gsszege.
Végll rakerestem arra a szora hogy Tribonacci sequence. Ez j6tt be:

A000073 Tribonacci numbers: a(n) = a(n-1) + a(n-2) + a(n-3).
(Formerly M1074 N0406)

0,0,1,1,2,4,7,13, 24, 44, 81, 149, 274, 504, 927, 1705, 3136, 5768, 10609,
19513, 35890, 66012, 121415, 223317, 410744, 755476, 1389537, 2555757,
4700770, 8646064, 15902591, 29249425, 53798080, 98950096, 181997601,
334745777

A000213 Tribonacci numbers: a(n) = a(n-1) + a(n-2) + a(n-3).
(Formerly M 2454 N0975)

1,1,1,3,509, 17, 31, 57, 105, 193, 355, 653, 1201, 2209, 4063, 7473, 13745,
25281, 46499, 85525, 157305, 289329, 532159, 978793, 1800281, 3311233,
6090307, 11201821, 20603361, 37895489, 69700671, 128199521, 235795681,
433695873

a(n)/a(n-1) tends to the tribonacci constant, 1.839286755...; an eigenvalue of M
and aroot of x*3-x"2-x-1=0. - Gary W. Adamson

MAPLE K:=(1-z"2)/(1-z-z"2-2"3).

Kser:=series(K, z=0, 45): seq((coeff(Kser, z, n)), n=0..34);

- Zerinvary Lgos (zerinvarylajos(AT)yahoo.com), Nov 08 2007
Latjuk, hogy ez is harmadfoku sorozat. Tehat atémankba vag.
Felbukkan Zerinvary Lagjos neveis, akit évekkel ezel6tt én segitettem,

azbta szorgalmasan ontja a sorozatokat.

Na, hét ennyit akartam elmondani, ksz6ndém hogy el olvastatok.



