A Dodekaéder forgascsoportjanak matrixreprezentacioja

Ahhoz, hogy a Pentagondodekaeder forgascsoportjanak matrixreprezentéci¢jat
fel tudjuk irni, el6szor is € kell helyezniink a Dodekagdert a Descartes — féle
koordinatarendszerben. Ennek legjobb modja az, ha a Dodekaédert ugy
helyezziik el, hogy hat éle egy kocka hat lapjara essen, és az élek a koordinata —
tengelyekkel parhuzamosan helyezkedjenek el. Ezt mutatja az 1. dbra.

1. abra

A kovetkezo feladat a csucsok koordindtdinak meghatarozasa.

Ehhez vdlasszuk a Dodekaeder élhosszét 1 — nek, azaz pl. az ab tavolsag = 1.

A koordindtatengel yek legyenek a kdvetkezok:

Az x tengely az ih szakasz felez6 merdlegese, amely akockalaprais merdleges.
A —y tengely az ek szakasz felezé merdlegese, amely a kockalaprais meréleges.
A ztengely az ab szakasz felez6 merolegese, amely a kockalaprais merdleges.

K érdés, mekkora a kocka é hossza?

Ennek meghatarozasahoz kell a2. abraésa 3. abra

2. dbra. 3. dbra.



Lathatjuk, hogy a+ b+a=h,ésa+b=1tehah=1+a
Hasonl 6 haromszogekbol adodéana:b=(1+a):1=1+a=h,
b=1-amiatta: (1-a) =1+a, dszorozva(l-a)—va :

J§—1_

a=(l+a)(l-a=1-& ,azaz &+a-1=0, ennek megoldésa a= 5

J5+1

5 E2 éppen az aranymetszés szama. Ertéke h = 1.618033989. ..

h=1+a=

A tovébbiakban ah betiivel mindig ezt a szamot jeldljuk (kivéve amikor ah
csticsot emlegetj k).

A h szdm tulgjdonsagai a kovetkezok:

hP=1+hh®=1+2h h*=2+3h /h=h-1,1/h*=2—h,

A k tavolsdg meghatérozésa:
K+14 =n’=1+h K2=3/4 +h, k= /%h .

Haa Dodekaédert egy élefelol nézzik, ezt latjuk: (4. dbra)

k k

k k
4. dbra.

y = 1 + 2x lesz a Dodekaedert befoglal 6 kocka élhossza.
(y/2)> +x* = k? , azaz (/2 + X) > + x* = 3/4 + h, azaz

14 +2x*+x=3/4 +h,tehdt 2x°+x—h-1/2 =0, ennek megoldasa



1
1+8(h+§)—1_m_1_1+2h—1_h

X = = = =—,
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mert8h+5=(1+2h)?=1+4h +4h=1+4+4h+ 4h,

felhasznaltuk, hogy h*=1+ h.

y =1+ 2x =1+ htehat akockaéhossza.

Ennek birtokaban meg tudjuk adni a kockal apokra eso csticsok koordinatait.

a=(-12,0,(1+h)2
b=(1/2,0, (1+h)/2)
e=(0,- (1+h)/2,1/2)
k=(0,- (1+h)/2,-1/2)
h=((1+h)/2,-1/2, 0)

i =((1+h)/2, 12,0

A nem lathaté oldalakon levé csicsok koordinétga hasonl 6.

A kockacsticsok iranyaban levé csucsok a (+i SRR j egysegvektorok

NERRNC RN

irénydba esnek, hosszuk pedig annyi, amennyi a kockal apokon levé csticsok
tavol sdga az origbtdl, minden cslcs ugyanolyan messze van az origotal.
Ez atavolsdg z, és 22 = (y/2)* + U4 ,azaz 7" = (1 + h)?/4 + /4= (2 + 3h +1)/4

azaz 7 = 3/4 (1 + h), teh& z = gh, ezzel szorozzuk a [ %)
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egysegvektorokat. Kapjuk: [J_r gj azaz pl.
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A cslicsok birtokaban most mar meg tudjuk hatarozni a forgaté matrixokat.

Azt kell csupan kifglezni, hogy az adott forgatd métrix melyik csticsot hova
viszi. Ezzel egy linedris egyenletrendszert kapunk, amit meg tudunk oldani.
Van meg egyszeriibb Ut is azonban.

Ehhez azt kell tudni, hogy a forgatd matrix elsé oszlopa azt a vektort adja meg,
amibe a matrix az x irdnyu egységvektort viszi. A matrix masodik oszlopa azt a
vektort adja meg, amibe a matrix az y irdnyl egysegvektort viszi. Végul a
matrix harmadik oszlopa azt a vektort adja meg, amibe a métrix a z iranyu
egységvektort viszi. Ha tehat ismerjik e vektorokat, akkor oszloponként tudjuk
Osszerakni a matrixunkat!

Bizonyitas:

ay a, as|l) (ay
8y By | 0|=|ay|,
85 ap 835)\0) (&g
a; a, a3|(0) (ap
8y 8y ay|l|=|ay|,
8y 85 ap)l0) |ay
ay a, as| 0] (a;
8y 8y Ay | 0|=|ay].
8y 8p a5)(1) |ag

Egyszeriien adhatok meg az x, az y és a z tengely korili 180° — os forgatasok.

Az x tengely koril forgatd X matrix az x tengelyt helyben hagyja, az y —t
—y —ra, az -t pedig — z —re cserdi, ennek métrixa tehat

1 0 O
X=/0 -1 0.
0 0 -1



Hasonl 6an
-1 0 O
Y={0 1 0/[,és

0 0 1

-1 0 O
Z=1 0 -1 O].
0O 0 1

X? = Y? = 7% = Egységmatrix.
A kockacslicsok kortli 120° — os forgatasok maétrixai is egyszeriien adhatok

meg. A c¢ cslcs korul forgatd C matrix példaul az x tengelyt az y tengelybe, az y
tengelyt a z tengelybe és a z tengelyt az x tengelybe viszi, méatrixa teha

0 01
C=|1 0 0O].
010

C?ugyane cslcs kérill forgat csak visszafelé

o

Es természetesen C* = Egységmatrix.

L O O
o O -
o +» O

Hasonl éan adhaté meg az f cstcs kordl forgatd F matrix is:

F az x tengelyt a z tengelybe, az y tengelyt a—x tengelybe és a z tengelyt a—y
tengelybe viszi, matrixa tehat:

0O -1 0
F=|0 0 -1|.
1 0 O

F? ugyane cstics kortl forgat csak visszafelé:

0 0 1
F=|-1 0 0
0 -10

Es természetesen F° = Egységmétrix.

A d,j, I, ncstcsok kordli forgatas hasonl 6an adhatd meg.



Ezzel azonban véget is ért az egyszeriien megadhato forgatasok sora.

Az a, b cstcsok kortli hdromfogésy, az ab € kordli kétfogasu vagy az abfed lap
korali 6tfogast forgatas matrixanak megadasa mar komolyabb szémitasokat
igényel. Ehhez mindenekel6tt azt kell kiszamolni, hogy az egyes éek
felezbpontja hova esik. Mivelhogy az x, y és z tengely is felezépontra, a hi, az
ek és az ab élek felezopontjara esik. (pontosabban az ek felezépont a —y —nak
felel meg). Az ab é felezdpontja nem més, mint az a és a b cslcs koordinatainak

szamtani kOzepe, azaz a+b:(a1+b1 2+ by a3+b3j’ ahol a=(a,a,,a;) az a

2 2 2 2

cslics koordindtai és b=(b,,b,,b;) ab cstics koordinatai. Hasonl6an kapjuk meg
barmely més é felezépontjat is. A felezépont ismeretében meghatérozhatjuk a
felezbpont iranyaba mutaté egységvektort is, ami azért kell, mert az x, vy, z
irdnyba mutatd egységvektort a forgatdbmétrix szintén egysegvektorba fogja
vinni. Az egységvektor kiszamitasdhoz meg kell hatédrozni az élkézéppontok
tavolsagat az origotol, ez minden csucsra ugyanannyi lesz, és méar kiszamoltuk,
ezazu= %+x = 1Eh tavolsag, ami nem més, mint a befoglal 6 kocka
élhosszanak fele.

Az egységvektor kiszamitésatehét ez:

a+b (a+b, a,+b, a;+b;) (a+b, a,+b, a;+b;
2u 20’ 2u " 2u ) \1+h ' 1+h ' 1+h

Ellenérzésképpen az ab szakaszfelezd iranyaba mutatd egységvektor éppen a z
irdnyu egysegvektor kell legyen, azaz a (0, O, 1) egységvektor:

1+h 1+h
(Lol eb-{ Lo s

atb 1 (1 1 1+h 1+h .
>0 "1eh (2 5:0+0,—== 2) (0,0,1) valdban.

Hatérozzuk meg az ef & iranyaba mutatd egysegvektort!

e:(o’_ﬂ'lj’ f= (D’_D'D'j , tehat

e+f 1 h 1+h h 1 h 1 h 1+2h 1+h 1 h1l
- = 0=, 4= = = ——— = |= , ]
2 2 22 2) 1+h\2 2 2



K 6zben ugye nem felgjtettik el ah algebrai tulgjdonsagait?
h=1+h,h*=1+2h, h*=2+3h,/h=h-1, 1/ h*=2—h.

A kapott vektor hossza természetesen 1 kell legyen, azaz

(1}2 (h}z (1)2 2_h+1+h+1 4
I + —_ + — = :—:1.
2h 2 2 4 A

Most mar nekivaghatunk a nagy kalandnak, kiszamolhatjuk a cslcsok, élek és
lapok korul forgatd matrixokat!

Hatédrozzuk meg példaul a b cslcs korul az éramutatoval ellentétes iranyba
forgatdé matrixot! Legyen ez aB matrix!

A B az ab élet abf élbe viszi, az fe élet az fh élbe, és az fh élet az ab élbe viszi.
Node azt nézziik meg, hogy hova viszi az x, y, z iranyu egységvektort! ezzel
megkapjuk a matrixunk elsd, masodik és harmadik oszlopét!

A most kovetkezd szamitdsokhoz mar nem kevés térlatas képesseg kell, nem
art, ha van egy papirbdl keészllt Dodekaéder modelliink, amit kedvinkre
forgathatunk ide — odal J6 ha a csucsait megjel 6ljik a megfelel6 betiikkel!

Az x tengelyt, azaz a hi dlet az 1. brén mér nem |&hat6 (-22%}[0 1+h 1}

22
élbe viszi, az ennek iranyaba mutatd egysegvektor (—z—lhg%j ez teha a B

matrix elsb oszlopa.

Azy tengelyt a (—E h hj(

2’ 22
h 11
2’ 2'2h

_1+h

5 ,—%,OJ élbe viszi, melynek egységvektora

J, ez lesz aB matrix mésodik oszlopa.
A ztengelyt (az ab @ felez6pontjét) az fb & felez6pontjdba viszi, azaz a

[h h hj( L 0, %} élbe, amelynek egységvektora [

h hh)1 1 1 h
2" 2'2)\2 '

2" 2h'2

Ez lesz tehét a B matrix harmadik oszlopa. Ezzel aB matrix igy néz ki:



21 h 1
2h 2 2
B= g —% _2_1h . Ez tehét egy harmadrendti métrix kell hogy legyen.
1 1 h
2 2h 2

Val6ban, szamoljuk ki B — et!

1 h2 1 1. .h 1 1 1 h 1 h 1
-t = | = = =
407 44 4 4 4h 4 4 4 oh 2 2
ge_|_ it h_ 1 1 1 h 1 1)} h 1 1
4 4 4h 4 4 47 4 sh 4 2 2 2n|
1. ih ho1 101 1 w1l 1oh
4h"4° 4 4 sh'4 4 a0 4 2 2h 2

L &tjuk, hogy B? éppen a B transzpondltja.

Ennek igy is kell lennie, B ugyanis ortogonalis métrix, amelynek az inverze
éppen a transzpondltja lesz. B egységvektort egysegvektorba visz. A forgatas
ugyanis nem vatoztatja meg a vektorok hosszét, csak az iranyat.
Kiszémolhatjuk, hogy B - B® éppen az egységmétrix lesz.

Gyakorlasképpen végezzik is el 6nalldan ezt a szamitast!

B ab cslicsot helyben kell hogy hagyja. Valoban,

1 21 h 1 1 1 1+h 1
= oh 2 2 || = Zh g =
2 2 2
h 1 1 h h
Bl o |= 0 2 _ 2l o |2 NP oo |
h 2 2 Tan||,, 4 4 oh
i 11 h ||ZR] 1 1e2n | | 2T
2 2 2n 2 2 42" 4 Z

Gyakorlasképpen szamoljuk ki, hogy a B az a cstcsot az f cslicsba, az f csucsot
ac csucsba és ac csucsot az a csticsha viszi!

Na most a B métrix birtokaban, az X, Y, Z, C, F, stb forgatdsok segitsegével a
Dodekaéder 60 elemt forgascsoportjét, az As aterndl 6 csoportot teljes
egészében generani tudjuk. Két forgatas egymasutanjais forgatas, ezért
alkotnak a forgatésok csoportot. Tehat az X, Y, Z, C, F, és B matrixok
szorozgatadsaval megkaphatjuk mind a 60 csoportelemet:



A Dodekaédernek 12 lapja, 20 cstcsa és 30 éle van, ennek megfelelen

12-4/2 = 24 o6tfogast forgés, 20-2/2 = 20 haromfogasu forgas és 30/2 = 15
kétfogasi forgés van. Es természetesen a helybenhagyasnak megfelels
egységmétrix a 60-adik elem. igy 24 + 20 + 15 + 1 = 60 val Oban.

L étezik egy jova komplikaltabb Ut is egy 6tfogasi matrixelem
meghatarozasdhoz. Ezt most azért prezentdom, hogy megmutassam, milyen
csodalatos dolog a matematika, ahogy a kezdeti kaoszbdl kialakul arend!

Buktassuk a Dodekagdert az x tengely kordl magunk felé agy, hogy egy lapja
éppen az xy sikkal parhuzamos legyen! ezutan az xy sikban hajtsunk végre egy
72° — os forgatést az éramutatdval ellentétes iranyban, majd az x tengely kordl
buktassuk vissza ugyanazzal a szoggel! e 3 mivelet eredményeképpen egy
otfogasu forgatas jon | étre.

Milyen sz6ggel kell a Dodekaedert buktatni? erre felel a 4. dbra. Ott egy olyan

derékszOgti haromszoget lathatunk, amelynek az atfogoja k, a vizszintes

befogdjay/2, afliggoleges befogdja pedig x hosszisagu. A buktatést tehét olyan
y h

a szoggel kell végrehgjtani, melyre sinoczé , COS0L=2 Mivel X==,

y=1+h,és k= /4§1+h ,Sinazz—r:(, COSOL:%,

szamszeriien sin o = 0.525731112, o = 31.7174744° .

A forgaté métrixunk igy néz ki:

1 0 0 110h Oh
U=|0 cosa -sina|=|0 =2 |

0 5 2k 2k
Sino.  cosa h  1+h

2k 2k

A k nem fegjezhet6 ki h— val raciondisan. Naitt jon be a kéosz!

A 72° — osforgatéshoz sin 72° éscos 72° kell, ezeket a 2. dbrébdl lehet
meghatarozni, tudniillik sin 72° =cosl8°=%,cos72° =sin18°= 2_1h

00318°=5— “h+j— h+i— h+§ (2—h)_\/2h+§—1—h—§h_\/1+1h—
h-"h Vh 4 B 2 4 N2 4




, haez az az alak amire emlékeztem.

=cos 18° =\/1+1J”/g :\/5+\/§
2 8 8

Latjuk, hogy kétszeres gydkvonas van benne, ezen nem lehet segiteni.
Mar csak abban a csoddban reménykedhetiink, hogy ezek az irracionalis
kifejezések a végen valahogy eltiinnek.

A 72° — osforgaté métrixunk igy fog kinézni:

1 kK

=~ L2

2h h

k 1
V=l = = ol.

h 2h

0 0

A buktatés, a 72° — os forgatés és a visszabuktatas igy fog kinézni:

U™V U, amely természetesen forditott sorrendben értends, azaz

el6sz6r U —val forgatunk, majd V — vel, végill U™ — gyel.

A matrixszorzas asszociativ, tehat tetszoleges sorrendben szorozhatunk.
Szorozzuk 6ssze el6szor az elso kettot, majd az eredmeénnyel szorozzuk a

harmadikat! Kapjuk:

Lk 1 h 1
2h h 2h 2 2
w | h h h| o |h Roh R
UV=l5 & x|V 2 stz setac!
11 1eh 1 h h h h
2 4k 2k 2 e A e ae

A nevezékben mindentitt k? szerepel, ami mér raciondlis kifejezés!

k*=h+ % mi ennek a reciptroka? Mondjuk a + bh. Szorozzuk meg vele:



(h+ %)-(a+ bh) = 1 kell legyen.

ah+%a+b+bh+%bh=1.

3 7
+b+ =b= = ——D.
a+b 4b 0, a 4b

3 _ 3, 7 _ 21, _ _ 16
Jatb=1 2(-pb+b=1 (1-2)b=1 b= -
3. ._.16 _21 __ 28
Tehdt -~ = — %1 ezt kell betenni amétrixunkba:
8k? 10 10
1 _h 1
2h 2 2
ayy 2| h oA (1 7l 4
Uivu= 5 (1+2h+2+2h)[10 10hj (1 h+2+4h)(10 10h
1 7 4 7 4
-5 (—1—h+2+4h)(m—mhj (h+4+6h)(m—mhj

Végezzik € akijeldlt szorzasokat!

7 4, 7 4.
(1+2h+2+2h)[m—mhj—(3+4h)[E 10hj_

21 12, 28, 16 16, oS5 _1
10 10 10 10 10 10 2’

7 4. 7 4.
(_1_h+2+4h)(1_0_ﬁhj_<1+3h)(1_0 10hj_
_r 4,022 1212 5 5, 1.1 1
“10 10" 10" 10 10" 10t "2 e

7 4. 7 4.
(h+4+6h)(E—EhJ_(4+7h)(E 1Oh]_

j .




28 49 16 28 28 1, h
10710 0" 10 0" oh SN=5

Ezzel amétrixunk igy alakul tehat:

1 _h1
2h "2 2
ayyo| 101
Uvu= 3 5 5|
11 h
2 2h 2

Nevezzilk ezt a métrixot P— nek! Ez tehét egy 6tddrendi forgatés.
Ellendrzésképpen szamitsuk ki a métrix determinansat!

Ennek egynek kell lennie.
_1(h 1) h(h* 1) 1(1 1)
petP= 2h(4 4th+ (4+4h}+§(2+71]_
8

:%((h—l)(h—2+h)+h(1+h+h—1)+2)——(2+2h 2h— 2h+2+2+2h+2)—§=

Szamoljuk ki P hatvanyait! Az eredmeény:

h 1 1 h 1 1 1l h 1
2 2 2h 2 2 2h 2h 2 2
_| 1 1 h 1.1 h _|_h 1 1
P = 2 2h E’PS‘ 2 2h 2 P= 2 2 2h/|
21 h 1 1 h 1 1 1 h
2h 2 2 2h 2 2 2 2h 2

L &juk, hogy P* éppen P transzpondltja, tehét inverze, és nem is csal6dunk,
P* éppen az egységmétrix lesz. Ezzel igazoltuk, hogy P 6tddrendii.
P az acslicsot ab csticsba, ab cslicsot a c csticsbaviszi, ésaz e cslicsot ah

cslicshaviszi. ezzel 3 egyenletrendszert kapok, melybdl P meghatérozhato!



Nézzik pl. aP-a= b cstcstranszf ormaci 6t!

B O N A A X
2h 2 2 ) 4h 4 5
P-a= h 1 1] 0 |= —D+D = 0 |=b:
2 2 2h 1eh 4 4 1oh
(11 h[SR] ] L e2h |20
2 2h 2) 2/ (273 2
1 h 1 1 1+h h
e —— 1 4= —
2h 2 2 5 4h 4 2
|h 1 1 | h, h | _{hi_
"z 2 | 0T ata T2
11 h || =R | 11420 |h
2 2n 2\ 2 44 ) (2
Ebbol a kdvetkezd egyenletrendszer lesz:
1 1+h 1
T2 Pt PeTy
1 1+h h
2Pt ey
e 1 1 ... :
Az egyenletrendszer megoldasa: p,, = o Pz = 5 és tényleg annyi!

Hasonl 0képpen lehet a tébbi métrixelemet kiszamolni.
A P forgatés az 6tszog kdzeppontjat fixen hagyja.
Az 6tszog kozéppontjét pedig ugy kapom meg, hogy a z irdnyu egységvektort

— a. szbggel buktatom az x tengely koriil. igy az 6tszog tengelyét a

p= (02—1%] egysegvektor hatérozza meg. Tehat P-p = p kell legyen.

pp=(-hh 11+h1h 131+h 1 h hirh) (5 b 1+h
22k 2 2k 22k 2h 2k 2h 2k 2 2k )T U2k 2k



Valoban a p vektort kaptuk tehat.

Hatérozzuk meg azt aforgatast, amely az a— b — f — e — d — a cslicsokat
viszi egyméshal Jo, ha kéznél van egy j6 papirmodell.

Nevezzik ezt amatrixot Q — nak! Tehat Q-a=b, Q-b=f, Q-f = ¢, sth.

Q ahi élet akl élbeviszi, tehat az x tengelyt az

1 (h h M, 1 (g 1+h 13 (1 h 1
whi27 272 +h 727 2) (22 2

vektorbaviszi, ez lesz tehét Q elsé oszlopa.

Q az ek élet adg élbe viszi, tehat a—y tengelyt az

A ch hmy, 1 vh 161 (Lh 1
whi 2722 +h| 2727 (272

vektorba viszi, tehat ennek — 1 — szerese lesz Q masodik oszlopa.

Q az ab élet abf élbeviszi, tehét az tengelyt az

1 fh _hh, 1 f1gdth) (11 h
whl2 22) 1vh 277727 ) (222

vektorbaviszi, ez lesz tehé Q harmadik oszlopa. Kaptuk tehat:

)
:"‘

N~ N

) NI~ N
:"‘

NT N NI =
:T"—‘

Meglévo matrixaink szorozgatasaval pedig a Dodekaéder forgascsoportjanak
mind a 60 elemét megkaphatjuk. Szorgalmi feladat: szamoljunk ki minél

tobbet! Probdjuk meg feltérképezni a 60 elemii csoportot!



