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JELÖLÉSEK





N                         A természetes számok halmaza.


Q			kvaterniócsoport.


Zm			az m-nél kisebb nemnegatív egészek additív csoportja: 				{0,1,2,…, m-1}.


Rm			az m-nél kisebb, az m-hez relatív prím pozitív egészek 				multiplikatív csoportja.


P			a prímszámok halmaza.


P0			a páratlan prímek halmaza.


PR			olyan számok halmaza, amelyekhez létezik primitív gyök.


Dm			a 2m-edrendû diédercsoport.


Sm			az m-edfokú szimmetrikus csoport.


|G|			a G csoport rendje.


|g|			a gÎG elem rendje.


|k|m			k rendje mod m, azaz a k rendje Rm-ben.


G#			a G csoportnak az egységelemtõl különbözõ elemeinek 				halmaza.


(s)			s-edrendû ciklikus csoport,  illetõleg:  moduló  s .


(s)c			c generátorú s-edrendû ciklikus csoport.


(m,n)			az m és n számok lnko-ja (legnagyobb közös osztó).


[m,n]			az m és n számok lkkt-je (legkisebb közös többszörös).


max (m1, …, mr) 	az m1, …, mr egészek legnagyobbika.


EU(m)		az EULER-féle függvény: EU(m) = |Rm|


p(m)			az m prímosztóinak halmaza.


pr(m)			az m-hez tartozó primitív gyökök halmaza.


k .n º 1(m)		" k pont az n-ediken" :  azt jelenti, hogy |k|m = n.


a | b			a osztója b - nek.


a �b                       a nem osztója b – nek.


a¯b			a|b   és   a<b.


a �EMBED Equation.DSMT4��� b                  leképezés  a-ról   b-re.


pa||b			pa|b,   de   pa+1 ³ b.


a � b			a kommutál b-vel.


G(G)			a G csoport generátorainak egy halmaza.


DG(G)			a G(G) generátorok közötti definiáló relációk halmaza.


G = á G(G) | DG(G) ñ a G megadása a G(G) generátorokkal és a DG(G) relációkkal.


Hom (G,H)		a G csoportot a H-ba leképezõ homomorfizmusok halmaza.


Hom (n,H)		az (n) ciklust a H-ba leképezõ homomorfizmusok halmaza.


Aut G		a G teljes automorfizmuscsoportja.


Inn G			a G belsõ automorfizmusainak halmaza.


Hol G		a G holomorfja.


¶(G)			a G kommutátora.








                                                       ii








z(G)			a G centruma.


z e (G)         	a G elsõcentruma és  


z h (G)                  hátsócentruma (ld. 21. old..)


F (G)		a G Frattini-részcsoportja.


Fe (G)         	lásd a 23. oldalt..


Fh (G)                  lásd a 23. oldalt..


(m | k | n)              lásd a 2. oldalt..


(m | k | n)ab           lásd a 2. oldalt.. 


(m | k |· n)		lásd a 10. oldalt..


(m | r,k | n)            lásd a 84. oldalt..


 (m | r,k | n)ab        lásd a 84. oldalt..


[ k | a ]			lásd az 5. oldalt..


CYCYS		1. oldal..


ABEL		a kommutatív csoportok osztálya


NIL			a nilpotens csoportok osztálya


SOL			a feloldható csoportok osztálya


DIV			az osztható csoportok osztálya: legyen |G|=n, és n1|n. Akkor


			$H £ G : |H| = n1.


TODIV		a totálisan osztható csoportok osztálya:  GÎTODIV ha


			" H£G :  HÎDIV.


MAXPIND		azon csoportok osztálya, amelyekben minden maximális


			részcsoport prím indexû.


CYCEX		85. oldal.


MAX (G)		a G csoport maximális részcsoportjainak halmaza.


MGR (G)		a G csoport minimális generátorrendszereinek halmaza.


PRET			  3. oldal.


PART		  7. oldal.


CAT			  9. oldal.


SAT			14. oldal.


G1ÄG2		11. oldal.


j1Äj2 		37. oldal.


x-automorfizmus	35. oldal.


c-automorfizmus	37. oldal.


G1@G2		G1 izomorf G2-vel.


G1~G2		G1 izostruktúrális G2-vel (lásd a 13. oldalt)..


H char G		H karakterisztikus G-ben.








                         


iii





B			47. oldal.


C			37. oldal.


Ch			43. oldal.


F 			  9. oldal.


Fc 			  9. oldal.


K 			14. oldal.


M 			59. oldal.


M * 			54. oldal.


N 			25. oldal.


P 			25. oldal.


Q 			43. oldal.


R 			31. oldal.


S 			10. oldal.


T 			51. oldal.


X 			35. oldal.


Z 			21. oldal.


(p)a 	        (p) x (p) x … x (p)


	         1442443


	              a-tényezõ


wp (G)		83. oldal.


w (G)		          83. oldal.


H / ~			a H halmazon a ~ ekvivalenciareláció által létesített 				osztályozás osztályainak halmaza (a H-nak a ~ szerinti


			faktorhalmaza).
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I. RÉSZ	A VIZSGÁLT OBJEKTUM.


		ALAPTULAJDONSÁGOK ÉS ALAPTÉTELEK.








1. DEFINÍCIÓ	Azoknak a nemizomorf csoportoknak a halmazát, amelyek 			megkaphatók valamely véges ciklusnak egy véges ciklussal való nemabeli szétesõ bõvítéseként (szemidirekt szorzataként), CYCYS-nek nevezzük. (CYcle – CYcle – Semidirection)








Legyen A = á G (A) | DG(A) ñ és B = á G (B) | DG(B) ñ két csoport. 


Az A-nak a B-vel való azon szétesõ bõvítése, amelyet a





q Î Hom (B, Aut A)





kísér, így prezentálható:





G  = á G (A) U G (B) | DG(A) U DG(B) U DG(AB)  ñ.





ahol





DG(AB) = { bab-1 = j b (a), a Î A, b Î B,  j b = q (b)}.





Ha G Î CYCYS, akkor





                                               A = á a | am = 1 ñ,





B = á b | bn = 1 ñ,





Hom (B, Aut A) = Hom (n, Rm),





és a kísérõ homomorfizmus


                                                          


q : b a jk,





ahol


jk : a a ak, k Î Rm,
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és DG(AB) az egyetlen





bab-1 = ak				(1)





relációból áll. Így a G Î CYCYS prezentációja:





G = á a,b | am = bn = 1, bab-1 = ak ñ.				(2)





Az (1) relációból





bn ab-n = akn = 1×a×1 = a = a1





azaz 


                                                 kn º 1 (m)                                     (3)





más szóval |k|m | n következik.





A (2) csoport pont akkor lesz nemabeli, ha





k > 1			(4)





azaz 


k Î R �EMBED Equation.DSMT4��� .








2. DEFINÍCIÓ	A (2) prezentációra a (3) és a (4) teljesülése esetén a





G = (m | k | n)ab





szimbólumot vezetjük be, amelybõl - ha félreértéstõl nem kell tartani - a generátorok feltüntetése el is maradhat.





A CYCYS és az {(m | k | n)} halmaz között nincs bijekció, hiszen (1)-bõl következik, hogy





                                            � t Î Rn:    bt a b-t = a kt  ,





s így                                        á a,b ñ = á a, bt ñ,
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azaz


(m | k | n)ab  =  (m | kt | n)a�EMBED Equation.DSMT4���		(5)








1. TÉTEL   (PRET = PREZENTÁCIÓTÉTEL)





Az (m | k | n) és (m | l | n) által szimbolizált CYCYS-csoportok pont akkor izomorfok, ha k és l ugyanazt a részcsoportot generálja Rm-ben:


                     (m | k | n) @ (m | l | n)    Û     á k ñ = á l ñ   £ Rm.





Bizonyítás: Az (5) miatt elegendõ a Þ implikációt igazolni.


Világos, hogy bármely j izomorfizmusnál a





G = (m | k | n) ab





j (G) képét egy 





j ( áañ ) = ácñ, j ( ábñ ) = ádñ





cikluspár fogja generálni.





Legyen például                     j (G) = (m | l | n)cd  ,





és                                          j (a) = c g  ,         g Î   Rm





                                                                            j (b) = d d ,        d Î  Rn .








Akkor egyrészt                   j ( b a b-1 )  = j ( ak )  Þ d d  c g  d -d  = c g × k        (7)








másrészt a (6) prezentáció szerint                     


                                          


                                            d c d-1  =  c l ,


 


amibõl                                d d   c g  d -d  =  c g ×�EMBED Equation.DSMT4���       (8)





A  (7)  és  (8) -ból                   c g × k  =  c g ×�EMBED Equation.DSMT4���          adódik, 





majd  g Î Rm miatt                 k  �EMBED Equation.DSMT4���  l d      (m) ,                 végül
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d Î Rn      miatt                     á k ñ  =  á l ñ       £ Rm          következik.








                                                                                       Q . E . D .








Vezessünk be a Hom ( n , Rm )  halmazon egy  �EMBED Equation.DSMT4��� relációt:  





Ha  ( n )  @  á b ñ ,   akkor 








"  Q1 , Q2 Î Hom ( n , Rm )  :     Q1 �EMBED Equation.DSMT4��� Q2     Û      Q1 ( á b ñ )  = Q2 ( á b ñ ) .








Könnyû látni, hogy  �EMBED Equation.DSMT4���  ekvivalenciareláció, és hogy igaz az alábbi :





Az (m) -nek az (n) -nel való  összes nem izomorf szétesõ bõvítései





bijektíven megfelelnek a            Hom ( n , Rm ) / �EMBED Equation.DSMT4���     elemeinek, 


 


vagyis a   Hom ( n , Rm )  halmazon a �EMBED Equation.DSMT4���  reláció által létesített 





osztályozás osztályainak.








A  (3)  és  (4) -et kielégítõ összes  m , k , n   Î  N   számhármasok





{ ( mú kú n ) }  halmazának két tetszõleges eleme álljon a  @  relációban





egymással pont akkor, ha az általuk reprezentált  CYCYS -csoportok





izomorfok. Ekkor  világos, hogy  a CYCYS  és az   { ( mú kú n ) } / @





között bijekció létesíthetõ.








A következõ lemmában néhány igen alapvetõ, közvetlenül az (1)  segítségével  





igazolható  összefüggéseket sorolunk  föl, amelyeket a továbbiakban





lépten-nyomon  fölhasználunk.
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1. LEMMA               Legyen  G = ( mú kú n ) ab .  





( I )       á a ñ �EMBED Equation.DSMT4��� G ,    á a ñ �EMBED Equation.DSMT4��� á b ñ = 1 ,     G / á a ñ  @  á b ñ  .





( II )      " g Î G  �EMBED Equation.DSMT4���  a Î Zm  �EMBED Equation.DSMT4��� b Î Zn :    g = a a bb  .





( III )     ú Gú  = m �EMBED Equation.DSMT4��� n  .





( IV )     " a1 , a2 Î Zm     " b1 , b2  Î Zn  : 





          �EMBED Equation.DSMT4���  . 


               


( V )      "  a  Î Zm     "  b Î Zn     " g Î N  :  





              (aa ×bb)g = a a × [ �EMBED Equation.DSMT4���÷ g ]  × b b × g    .





"  s ÷  m ,    "  t ÷ n  :








( VI )       á as , bt ñ  �EMBED Equation.DSMT4��� G            Û   kt  �EMBED Equation.DSMT4���  1  ( s )   ,    





( V II )     á as , bt ñ  Î ABEL     Û    kt   �EMBED Equation.DSMT4���  1  ( �EMBED Equation.DSMT4��� )  .








                                                           Q . E . D .








Az  ( V ) -ben szereplõ  [  ÷   ]   szimbólum az egész tárgyalás során 





központi jelentõségû, ezért egy lemmában összefoglaljuk  legfontosabb





tulajdonságait. A bizonyítás közvetlen számolással lehetséges.








2. LEMMA        Legyen    k, a, b, b1 , b2   �EMBED Equation.DSMT4��� 0    és





                          [ k ÷ a ]  =  1 + k + k2 + k3 + . . . . . + k a-1  .
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Akkor





(a)     k �EMBED Equation.DSMT4���1   esetén     [ k ÷  a ]  =  �EMBED Equation.DSMT4���  ,





(b)     [ 0 ÷ a ]  = 1   ,





(c)     [ k ÷ 0 ]  = 0   ,





(d)     [ 1 ÷ a ]  = a   ,





(e)     [ k ÷ 1 ]  =  1   ,





(f)     [ k ÷ a + b ] =  [ k ÷ a ]  +  k a ×[ k ÷  b ]   ,





(g)    Ha  a �EMBED Equation.DSMT4��� b , akkor   [ k ÷ a ]  -  [ k ÷  b ]  =  k b × [ k ÷  a - b ]  ,





(h)    [ k ÷  a × b ]  =  [ k ÷  a ] × [ k  a ÷  b ]  ,








Ha     kn = 1  (m)  ,  akkor








(i)     [ k ÷  a × n  + b ]  �EMBED Equation.DSMT4���  a × [ k ÷  n ]  +  [ k ÷  b ]    (m)   ,





(j)     ha  még     b 1�EMBED Equation.DSMT4��� b 2  (n)  is,  akkor





        [ k  b1÷  a ]  �EMBED Equation.DSMT4���  [ k  b2÷  a ]     (m)   .                               Q . E . D .











Az ( m1ú k1ú n1 )  @  ( m2ú k2ú n2 )   reláció  fennállásának  feltételeit  vizsgálva  





a PRET  csak  az  m1  =  m2   esetben  igazít el.  Meglepõ  módon  ez  a





reláció  akkor  is  fönnállhat,  ha   m1  �EMBED Equation.DSMT4���  m2  (s  ekkor  persze  n1  �EMBED Equation.DSMT4���  n2  is) .





Némi  számolással  pl.  megmutatható,  hogy  





( 4ú 3ú 30 )   @  ( 12ú 7ú 10 )   @   ( 20ú 11ú 6 )   @   ( 60ú 31ú 2 )                      (9)
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2.  TÉTEL       ( PART   =   PARTÍCIÓTÉTEL )





(a)   (s) c �EMBED Equation.DSMT4��� ( mú kú n )ab @  ( m × sú lú n )db    akkor  és  csak  akkor,  ha





        (m , s)  =  1 ,        l  �EMBED Equation.DSMT4���  1  (s)  ,     á k ñ  =  á l ñ    £   Rm   .





Ezt  a  mûveletet  úgy  nevezzük  hogy  (konstanssal)  szorzás  elölrõl,





illetve  (konstans)  kiemelés(e)  elölrõl.








(b)    ( mú kú n )ab �EMBED Equation.DSMT4��� (s) c    @    ( mú kú n × s )ad  





         pontosan   akkor,  ha         (n , s)  = 1  .








E  mûveletre  úgy  hivatkozunk,  mint  (konstanssal  való)  szorzásra  hátulról,





illetve  (konstans)  kiemelés(é)re  hátulról .








(c)    ( m 1ú k 1ú n 1)a1b1  �EMBED Equation.DSMT4���  ( m 2ú k 2ú n 2)a2b2     @     ( m 1 × m 2ú kú n 1 × n 2 )ab





        akkor  és  csak  akkor,  ha





                 (m 1 , m 2 )  =  (n 1 , n 2 )  =  1   ,





      és        á k ñ  =  á k i ñ     £  R m i   ,      i  =  1 , 2   .                              (10)





Bizonyítás      (a)   Tekinthetõ   az  az  eset,  amikor    k  �EMBED Equation.DSMT4���  l   (m)  .





Ekkor  az  a �EMBED Equation.DSMT4��� d s ,  b �EMBED Equation.DSMT4��� b , c �EMBED Equation.DSMT4��� d m  leképezésrõl  könnyen  látható,





hogy  izomorfizmus .





(b)    a �EMBED Equation.DSMT4��� a , b �EMBED Equation.DSMT4��� d s ,  c �EMBED Equation.DSMT4��� d n  .                 99.7.26 du++ folytatás CYC_2





  Megjegyzés 2004.9.5 : az 1 (egy) és az l (el) nagyon könnyen összetéveszthetõ, de aki odafigyel az meg tudja különböztetni, vagy a szövegösszefüggésbõl vagy logikailag, ti. pl k  �EMBED Equation.DSMT4��� l (m) esetén csak el lehet az l, mert a k  �EMBED Equation.DSMT4��� 1 (m) esetet 


(k kongruens egy)  eleve kizártuk a vizsgálatból!  


