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Különös sajátosságai a fúziónak az alábbiak:

(a) Ha G = G 1 
[image: image1.wmf]Ä

 G 2 és H i  G i  , i = 1, 2 , akkor 

           H 1 
[image: image2.wmf]Ä

 H 2  általában nem része G-nek.

Például  5 3 4 )
[image: image3.wmf]Ä

7 3 6 ) = 35 3 12 ) ,

D5 5 3 4 ) , D7 7 3 6 ) , de

D5 
[image: image4.wmf]Ä

 D7  = D35  [image: image5.png]


 35 3 12 ) . 
(b) Diédercsoportok fúziója – már ha egyáltalán elvégezhető – ismét

diédercsoport. 

E sajátságok a direkt szorzatéival éppen ellentétesek, hiszen ha (a) – ban  


[image: image6.wmf]Ä

 helyett 
[image: image7.wmf]´

 állna, akkor H 1 
[image: image8.wmf]´

 H 2  igenis része volna G 1 
[image: image9.wmf]´

 G 2  nek .

Másrészt diédercsoportok direkt szorzata sem nem diédercsoport, 
sem nem CYCYS – beli. 

3. LEMMA  Legyen  (m | k | n)ab  = G. Akkor

(i) G 
[image: image10.wmf]Î

 SOL ,

(ii) G 
[image: image11.wmf]Î

 DIV .
Bizonyítás:  Az (i) – re többféle igazolás kínálkozik.

                    A legkézenfekvőbb arra hivatkozni, hogy a


[image: image12.wmf]Ga1

>>


egy olyan normállánc, melynek faktorai abeliek.
A legbonyolultabb viszont az (ii) 
[image: image13.wmf]Þ

(i) , azaz a

DIV SOL
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tartalmazás igazolása, amelyhez a HALL – tételre van szükség.

Az (ii) – hez elég belátni, hogy ha  s | m és t | n , akkor


[image: image14.wmf]st

a,bG

£

 .                                  Q. E. D.
4. LEMMA  
(a) Minden G  
[image: image15.wmf]Î

 CYCYS előáll egy alkalmas S csoport részeként.

(b) Minden G  
[image: image16.wmf]Î

 CYCYS része valamely ciklus holomorfjának.
Bizonyítás:   (a) Ha  G  
[image: image17.wmf]Î

 S  , akkor nincs mit bizonyítani, 

                          ezért tegyük föl, hogy  G = m k 
[image: image18.wmf]n

&

 s) , és s > 1.

A DIRICHLET – tétel szerint található olyan p prím, amelyre teljesül, hogy
       p > m,            és              ns  p – 1    .

Tekintsük az 

m k 
[image: image19.wmf]n

&

) 
[image: image20.wmf]Ä

p kp 
[image: image21.wmf]g

(n s)) = mp l 
[image: image22.wmf]g

(n s))
[image: image23.wmf]a

b

 
fúziót!      Világos, hogy 
[image: image24.wmf]p

a,bG

@

.

(b)  Az (a) miatt elegendő   S csoportokra szorítkozni. 

        Nyilvánvaló, hogy 

m k 
[image: image25.wmf]n

&

) 
[image: image26.wmf]£

Hol (m) 
[image: image27.wmf]@

 (m)  Rm  ,          (15)  ,   
 hiszen   
[image: image28.wmf]k

£

 Rm .
( Később meg fogjuk mutatni, hogy (15) –ben pontosan akkor van egyenlőség,

ha m k 
[image: image29.wmf]n

&

) speciális tulajdonságú, ld. 84 – 89 oldal. )            Q. E. D.                                                                   
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II. RÉSZ.               REPREZENTÁCIÓK

(A)  A legegyszerűbb a   Zm  ×  Zn   ben való ábrázolás. 

        A szorzási szabály:

[image: image30.wmf]12

,

"aaÎ

 Zm  ,  
[image: image31.wmf]12

,

"bbÎ

 Zn  :


[image: image32.wmf]1

12121212

(,)(,)(k,).

b

aa×bb=a+a×b+b


Könnyen kiszámolható, hogy az
a = (1,0)  ,  b = (0,1)

generátorokkal valóban az  m k n )
[image: image33.wmf]b

a

 csoportot kapjuk.

(B) Egyszerű számolás mutatja, hogy az alábbi, modulo m vett 

 mátrixokkal való reprezentáció az m k 
[image: image34.wmf]n

&

 )
[image: image35.wmf]b

a

 csoportokra megfelelő:

a  = 
[image: image36.wmf]10

11

æö

ç÷

èø

,    b = 
[image: image37.wmf]10

0k

æö

ç÷

èø

 .

(C) Permutációkkal való reprezentációk.

1. LEMMA:  A      G = m k 
[image: image38.wmf]n

&

 )
[image: image39.wmf]b

a

 csoportnak létezik izomorf képe

                       az   Sm    ben .

Bizonyítás: Két általános csoportelméleti tételre támaszkodunk:

(i)  Ha N 
[image: image40.wmf]<

 G és 
[image: image41.wmf]N(G)1

¶=

I

 , akkor   N  
[image: image42.wmf]£

 (G)  . 
(ii)  Ha  a véges G csoportban létezik egy olyan k indexű H részcsoport, 

       amelynek összes G – beli konjugáltja csak triviálisan metsződik, 
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akkor  G izomorf  módon leképezhető   Sk    ba.

Mármost jelölje B a 
[image: image43.wmf]b

 összes konjugáltját G – ben . Nyilván B 
[image: image44.wmf]<

 G,  de


[image: image45.wmf]B(G)1

¶=

I

, hiszen már 
[image: image46.wmf]b(G)1

¶=

I

. (Azt, hogy 
[image: image47.wmf](G)a

¶£

 , lásd a III.
részben. ) Akkor viszont (i) miatt B 
[image: image48.wmf]£

 (G)  . Mivel  G  
[image: image49.wmf]Î

 S  , ezért 
(G)  
[image: image50.wmf]a

£

 (ld. III. rész), s így 
[image: image51.wmf]B(G)1

¶=

I

. Mindebből B = 1 következik,
s mivel 
[image: image52.wmf]b

 indexe G – ben m, az (ii) – vel kapjuk az állítást.   Q. E. D.

A permutációkkal való reprezentációk bemutatása előtt állapodjunk meg a 

permutációk szorzási szabályában. Hassanak az A, B, …Z permutációk az  

jegyhalmazon, és legyen i  
[image: image53.wmf]Î

 . Akkor
A B …Z (i) = A( B( ….( Z (i)) … ) .

Szorítkozzunk egyenlőre az S  csoportokra, és a jegyhalmaz legyen a
Zm   = { 0, 1, 2, 3, …m – 1} .

Az  m k 
[image: image54.wmf]n

&

 )
[image: image55.wmf]b

a

 egy jó reprezentációját kapjuk az Sm  ben a következőképpen:

az  a és a b hatása legyen az alábbi:

[image: image56.wmf]i

"Î

 Zm  :   a (i) = i + 1 mod m,
                   b (i) = ki  mod m .

Az rögtön világos, hogy az a egy m hosszúságú ciklus, azaz

 a = m.
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A b – nél kicsit más a helyzet, mert a b általában diszjunkt ciklusok szorzataként

adódik. Kérdés, hogy milyen hosszúak ezek a ciklusok?

Legyen i  
[image: image57.wmf]Î

 Zm  , és tegyük fel, hogy 

                     b x (i) = i ,

azaz              k x (i)  
[image: image58.wmf]º

 i  (m) .

Ebből következik, hogy ha i 
[image: image59.wmf]Î

 Rm   akkor x = n, és ha i  m, akkor x  n .
(Az az eset, midőn i [image: image60.png]


m, de (i, m) > 1, visszavezethető az i  m esetre.)
Ez egyszerűen azért van így, mert általában  k m’   k m    ha    m’ m .

Más szóval:           m’ m 
[image: image61.wmf]Þ

 Rm’  
[image: image62.wmf]£

  Rm   .
Legyen ugyanis 
[image: image63.wmf]3

12

123

r

r

mppp...p

a

aa

a

=××

, ahol a p i –k páronként különböző 

prímek (i = 1, 2, …r) , és legyen 
[image: image64.wmf]3

12

123

r

r

m'ppp...p

b

bb

b

=××

, 
[image: image65.wmf]ii

0

£b£a

(i = 1, 2, ..r)
Akkor triviális, hogy  
Rm’  = R 
[image: image66.wmf]1

1

p

b

× R 
[image: image67.wmf]2

1

p

b

×….× R 
[image: image68.wmf]1

r

p

b



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image69.wmf]£

 R 
[image: image70.wmf]1

1

p

a

× R 
[image: image71.wmf]2

1

p

a

×….× R 
[image: image72.wmf]1

r

p

a

  =  Rm  .
Tehát b olyan diszjunkt ciklusok szorzata lesz, amelyeknek hossza osztja az n –t,
és feltétlenül lesz közöttük n hosszúságú is. Ezért

 b = n.

A    ba = a k b    reláció ellenőrzése is nagyon könnyű:


[image: image73.wmf]i

"Î

 Zm  :  b a (i) = b (i+1) = k(i+1) = ki + k,
                a k b (i) =  a k (ki) = ki + k ,

ami teljessé teszi annak igazolását, hogy valóban jó  Sm   beli reprezentációt 
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kaptunk.
Egy gazdaságosabb reprezentációra is van lehetőség, amely a fúzión alapul. 

Ezt egy konkrét példán keresztül érthetjük meg a legjobban. 

Legyen az ábrázolandó csoport a
3 2 2 )
[image: image74.wmf]Ä

4 3 2 )
[image: image75.wmf]Ä

5 3 4 ) = 60 23 4 ) .
Készítsük el a fúziós tényezők reprezentációit az előbb ismertetett módon:

 3 2 2 )
[image: image76.wmf]1

1

b

a

:   a 1 = (012) , b 1 = (12) ,

4 3 2 )
[image: image77.wmf]2

2

b

a

:   a 2 = (0123) , b 2 = (13) ,
5 3 4 )
[image: image78.wmf]3

3

b

a

:   a 3 = (01234) , b 3 = (1342) .
Kódoljuk át az a 2  és a 3 –at  úgy, hogy egymással és az a 1 –gyel is diszjunktak

legyenek:              a 2 = (3456) , a 3 = (7 8 9 10 11) , 

és megfelelően     b 2 = (46) , b 3 = (8 10 11 9) .

Most legyen a = a 1 a 2 a 3 = (012)(3456)(7 8 9 10 11) ,

                     b = b 1 b 2 b 3 = (12)(46)(8 10 11 9) ,

és egyszerű számolással igazolható, hogy valóban a  60 23 4 )
[image: image79.wmf]b

a

 csoportot 

kaptuk, mégpedig S60  helyett az  S3+4+5  = S12 –ben .

Ez a módszer teljes általánosságban alkalmazható, és az az eredménye, hogy 
ha m = m1 m2 m3 mrahol az mi –k páronként relatív prímek, akkor az

m k 
[image: image80.wmf]n

&

) csoportot az S
[image: image81.wmf]12r

mm...m

+++

  szimmetrikus csoportban sikerül
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ábrázolni az  S
[image: image82.wmf]12r

mm...m

×××

 = Sm   helyett. 

Márpedig  m1 m2 m3 +mr  
[image: image83.wmf]£

 m1 m2 m3mr  ,

és itt egyenlőség csakis akkor van, ha az m – nek csak egyetlen prímtényezője 

van.  Eredményünk tehát ez:

2. LEMMA:  Legyenek az m1 m2 m3 ,mr  számok páronként relatív prímek.
Akkor az (m1 m2 m3 mr   k 
[image: image84.wmf]n

&

) csoportnak létezik az 
S
[image: image85.wmf]12r

mm...m

+++

  szimmetrikus csoportban izomorf képe.        Q. E. D.

Az  S – en kívüli csoportok reprezentációja most már könnyű:

Ha az m k 
[image: image86.wmf]n

&

s)[image: image87.wmf]b*

a

 , s > 1 csoportot akarjuk ábrázolni, akkor

                  a = (0 1 2 …. m-1) ,

               b* =  b(1  2  3  …. ns ) 
ahol b a m k 
[image: image88.wmf]n

&

)
[image: image89.wmf]b

a

 csoporthoz a  szokásos módon megszerkesztett permutáció
és a (1  2  3  …. ns )  diszjunkt a –val és b –vel is. 

A   60 23 8 )[image: image90.wmf]b*

a

 esetében például  
b*  =  (12)(46)(8 10 11 9)(12 13 14 15 16 17 18 19) . 
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