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III. RÉSZ. NEVEZETES  RÉSZCSOPORTOK.

p – CSOPORTOK.   NILPOTENCIA

(A) Kommutátor, Centrum,  Frattini – részcsoport. 

Legyen G = m k n)
[image: image1.wmf]b

a

 .

1.LEMMA:  (G) = 
[image: image2.wmf](m,k1)

k1

aa

-

-

=

.

Bizonyítás:  Az I. rész (1) – ből azonnal következik.     Q. E. D.

1. DEFINÍCIÓ:  A G –t   Z  – csoportnak nevezzük pont akkor, ha

                           (m, k – 1) = 1.

Ekkor nyilván (G) = 
[image: image3.wmf]a

 és G / (G) = 
[image: image4.wmf]b

 .

COXETER Z – metaciklikusnak nevez egy csoportot, ha mind a kommutátora,
Mind a kommutátor szerinti faktorcsoportja ciklikus. 

ZASSENHAUS bebizonyította, hogy minden véges Z – metaciklikus csoport

előállítható Z  – csoportként. 

2. LEMMA:  (G) = e (G)  × h (G) , ahol

e (G)  = 
[image: image5.wmf]m

(m,k1)

a

-

 az ún. első centrum, 

h (G) = 
[image: image6.wmf]b

b

  az ún, hátsó centrum, és  kielégíti a  k = 1 relációt.
Bizonyítás: közvetlen számolással.                         Q. E. D.

3. LEMMA:  (G) = 1   
[image: image7.wmf]Û

  G 
[image: image8.wmf]Î

 Z  
[image: image9.wmf]I

 S  . 

Bizonyítás:  Az állítás az 1. és 2. lemma következménye.     Q. E. D.
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Az 1. és 2. lemmákból kiolvasható, hogy 

2  
[image: image10.wmf]£

 (G)  
[image: image11.wmf]£

 m ,

1  
[image: image12.wmf]£

 e (G)  
[image: image13.wmf]£

 
[image: image14.wmf]m

2

 ,   és

(G)  = 2   
[image: image15.wmf]Û

  e (G)  = 
[image: image16.wmf]m

2

 , 
(G)  = m  
[image: image17.wmf]Û

  e (G)=

Ezek az összefüggések jól mutatják a kommutátor ((G)) és az első centrum
(e (G)) közötti sajátos „komplementaritást”.

4. LEMMA:  Ha G i 
[image: image18.wmf]Î

 Z  
[image: image19.wmf]I

 S , 1 = 1, 2 , … r , akkor

                      
[image: image20.wmf]i

r

=

Ä

1

 G i  
[image: image21.wmf]Î

 Z  
[image: image22.wmf]I

 S .
Bizonyítás:   Egyszerű számelméleti megfontolásokkal az S , Z  és a 
[image: image23.wmf]Ä

 

definíciója alapján.                                                 Q. E. D.
5. LEMMA:   
(i)  Ha m páros, akkor  e (G)
[image: image24.wmf]³



(ii)  Ha m páros és n páratlan, akkor G – nek van egy olyan centrális faktora,

amelynek rendje a 2 valamely pozitív hatványa.

(iii)  a [k n]  
[image: image25.wmf]Î

 e (G) . 

Bizonyítás:  (i)  Az m párossága miatt k – nak páratlannak kell lennie, ám ekkor
                          k – 1 ismét páros, ezért    e (G)= (m, k – 1) 
[image: image26.wmf]³



23

(ii)  Legyen m = 2 m 1 ,  
[image: image27.wmf]³

m 1 > 1 , és m 1 ) =1 . Ha n páratlan, akkor

|k|m  is az, ezért k csakis  R
[image: image28.wmf]1

m

 – beli lehet, vagyis 
[image: image29.wmf]k1

º

 (2) .
De akkor a PRET (a)  szerint a  (2)  ciklus kiemelhető G – ből.

(iii)  b a [k n]  = a k[k n]  b =  a (k1+1)[k n]  b  = a (k1)[k n] a [k n] b  =  a [k n] b ,
hiszen (k – 1)[k  n] = k n – 1 
[image: image30.wmf]º

 0 (m) .                           Q. E. D.

2. DEFINÍCIÓ:   A G első – illetve hátsó Frattini – részcsoportján a

                             e (G) =  (G) 
[image: image31.wmf]a

I

 ,  illetve  a

                             h (G) =  (G) 
[image: image32.wmf]b

I


csoportot értjük. 

Tekintsük a G egy tetszőleges   
[image: image33.wmf]ab

b

a

  elemét.  

Ha  
[image: image34.wmf]Î

 Rm , akkor  
[image: image35.wmf]ab,b

b

a

Î

MGR (G) , 
Ha pedig   
[image: image36.wmf]Î

 Rn , akkor  
[image: image37.wmf]a,ab

b

a

Î

MGR (G) .

Ezekben az esetekben tehát  
[image: image38.wmf]ab

b

a

Ï

 (G) .

Tegyük föl, hogy  
[image: image39.wmf]Ï

 Rm   és   
[image: image40.wmf]Ï

 Rn . 

Ha p 
[image: image41.wmf]Î

(m), és p [image: image42.png]


 , akkor
                   
[image: image43.wmf]p

aba,b

b

a

ÏÎ

 MAX (G) ,

ezért            
[image: image44.wmf]p

a,b,ab

b

a

Î

 MGR (G) . 
Hasonlóan, ha q 
[image: image45.wmf]Î

(n), és q [image: image46.png]


 , akkor
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[image: image47.wmf]q

aba,b

b

a

ÏÎ

 MAX (G) ,

s így             
[image: image48.wmf]q

a,b,ab

b

a

Î

 MGR (G) .

Kaptuk, hogy az 
[image: image49.wmf]ab

b

a

 elem egyik esetben sem tartozhat   (G) – hez. 
Ezek szerint  (G) 
[image: image50.wmf]1212

pp...pqq...q

rs

a,b

××××××

£

 , 

ahol     {p 1 ,  p 2 , p 3 , …., p r } =  (m) ,

            {q 1 ,  q 2 , q 3 , …., q s } =  (n) .

Mivel  
[image: image51.wmf]aG

<

 , ezért 

             (a) = 
[image: image52.wmf]12

pp...p

r

a

×××

  
[image: image53.wmf]£

  (G) ,
amiből máris következik, hogy
             (G) = 
[image: image54.wmf]12

pp...p

r

,

b

a

×××

g

 ,

                                                                   ()
ahol      
[image: image55.wmf]q(n)

"Îp

: q.

A következőket láttuk be:
6. LEMMA:   (i)      (G) = e (G) h (G) ,
                       (ii)    e (G) =  (a) .                               Q. E. D.

Általában h (G)  
[image: image56.wmf]¹

  (b) . Ha például G = (p  k (p – 1)) , p 
[image: image57.wmf]Î

 P0 , akkor

Könnyen kiszámolható, hogy  h (G)  = 1.  Biztosan nagyobb lesz azonban a 

h (G)  1 – nél, ha G egy s – csoport homológja.
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7. LEMMA:  Legyen  G = (m  k  
[image: image58.wmf]n

·

s )
[image: image59.wmf]b

a

 , ahol 

                         (s) 
[image: image60.wmf]Í

  (n) = { q1, q2, q3,… qt } , s > 1.
Akkor              
[image: image61.wmf]n

b(G)

£F

.

Bizonyítás:  Mivel  
[image: image62.wmf]n

bG

<

 és 
[image: image63.wmf]n

b(b)

£F

= 
[image: image64.wmf]...

1

t

qq

b

, alkalmazhatjuk azt
Az általános csoportelméleti tételt, miszerint ha 
[image: image65.wmf]AG

£

 és 
[image: image66.wmf]N(A)

£F

, akkor 

[image: image67.wmf]N(G)

£F

 , mégpedig az 
[image: image68.wmf]n

Nb

=

 , 
[image: image69.wmf]Ab

=

 szereposztással. Q. E. D.
8. LEMMA:  
(i)    
[image: image70.wmf]r

r

ii

i1

i1

(G)(G)

=

=

x=x

Ä

´

 , ahol  a 
[image: image71.wmf]¶

 , 
[image: image72.wmf]e

V

 , 
[image: image73.wmf]e

F

 valamelyike;

(ii)   
[image: image74.wmf]r

rr

iii

i1i1

i1

(G)(G)G)

==

=

F£F=F

Ä

´´

 . 
Bizonyítás:  Az (i) közvetlen számolással belátható a definíciók alapján, 

az  (ii) pedig  az I. rész (14) (19. o.) következménye. Q. E. D.

(B) p – CSOPORTOK.  NILPOTENCIA. 

3. DEFINÍCIÓ:  A CYCYS-beli p – csoportok ( p 
[image: image75.wmf]Î

 P ) halmazát P , 
                             a nilpotensekét  N   fogja jelölni. 

9. LEMMA: A P 
[image: image76.wmf]I

 K  elemei az alábbiak:

p 
[image: image77.wmf]Î

 P0 : ( p  p  + 1  p ) , 
[image: image78.wmf]2

a³

 , 
[image: image79.wmf]1

a>b³

                        (1a)
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p = 2 :  ( 2  2  + 1  2 ) , 
[image: image80.wmf]3

a³

 , 
[image: image81.wmf]11

a->b³

                        (1b)

            ( 2  2   1  2 ) , 
[image: image82.wmf]3

a³

 , 
[image: image83.wmf]11

a->b³

                        (1c)
            ( 2  2   1  2 ) 
[image: image84.wmf]@

 D 2  ,  
[image: image85.wmf]2

a³

 .                                  (1d)

Bizonyítás:  A következő számításokban főleg az I. rész 2. lemmabeliekre

                     támaszkodtunk:

(1a)  Az igazolandó, hogy | p +1| p = p . Ehelyett

         a következőt látjuk be:

         | sp +1| p = p , ahol (s,p) = 1.

Legyen 
[image: image86.wmf]0

£g<b

 , akkor 

[image: image87.wmf](
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[image: image91.wmf]sp1
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[image: image92.wmf]p

]
[image: image93.wmf]×

[ 
[image: image94.wmf](
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sp1

a-b
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 
[image: image95.wmf]p

]
[image: image96.wmf]×

….[ 
[image: image97.wmf](

)

1

p

sp1

a-b

b-g-

×+

 
[image: image98.wmf]p

] .
Elemi módon kiszámolható, hogy 

                 p  ||  [ 
[image: image99.wmf](

)

p

sp1

a-b

d

×+

 
[image: image100.wmf]p

] ,   [image: image101.wmf]01

£d£b-g-

 ,

és így   [image: image102.wmf](
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 ,     p [image: image103.png]


 A , 
ami pontosan akkor kongruens 0-val modulo p , ha  = 0.
(1b)   p = 2 –vel pontosan ugyanaz a számítás menete, mint (1a) –nál.

(1c)   Most is azt igazoljuk, hogy 

                    | s2 +1| 2 = 2 ,     ahol (2,s) = 1.
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Legyen ismét    
[image: image104.wmf]0
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 . 
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[image: image119.wmf]2

] .

= 2
[image: image120.wmf]×



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image121.wmf](
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image122.wmf]s2
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××

[ 
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a-b
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 
[image: image124.wmf]2

]
[image: image125.wmf]×

….[ 
[image: image126.wmf](
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 
[image: image127.wmf]2

] .
Könnyű kiszámolni, hogy
                 2  ||  [ 
[image: image128.wmf](

)

2

s21

a-b

d
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 
[image: image129.wmf]2

] ,   
[image: image130.wmf]11

£d£b-g-

 ,

ezért   [image: image131.wmf](
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b-g
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[image: image134.wmf]×
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image137.wmf]×

A , 

ahol 2 [image: image138.png]


 A , azaz  
[image: image139.wmf](
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[image: image140.wmf]º

 
[image: image141.wmf]2

a-b

×

B ,     (B,2) = 1.
Ez csakis akkor kongruens 0-val modulo 
[image: image142.wmf]2

a

 , ha = 0. 

(1d) Az, hogy  | s2 1| 2 = 2 ,   (2,s) = 1 , egészen triviális.

                                                                              Q. E D.

A   P  mármost  a 9. lemmabeli p – magokból és azok homológjaiból áll.

10. LEMMA:  Valamely adott p 
[image: image143.wmf]Î

 P esetén jelölje Gp  a  P   egy elemét.

Akkor bármely G 
[image: image144.wmf]Î

 N  csoport felírható    G  = 
[image: image145.wmf](
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        (2)
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alakban,  ahol a pi –k páronként különböző prímek ( i = 1, 2, …r), valamint

(p1 , p2 , p3 , … pr , q) = 1. 
Bizonyítás: Közvetlenül a nilpotencia definíciója alapján.   Q. E. D.

11. LEMMA    (G) 
[image: image146.wmf]£

e (G)  
[image: image147.wmf]Þ

 G 
[image: image148.wmf]Î

 N  . 
Bizonyítás:  Legyen G = [image: image149.wmf]12r

r
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××

 k  n ) , ahol a pi –k páronként
                    különböző prímek  ( i = 1,2, . . . r). Elemi számolással adódik

hogy   (G) 
[image: image150.wmf]£

e (G)   
[image: image151.wmf]Û

 (k – 1) 2  
[image: image152.wmf]º

 0  [image: image153.wmf]1r
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Ebből következik, hogy   
[image: image154.wmf]i
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e

    k – 1 ,  ahol  
[image: image155.wmf]i
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Eszerint 
[image: image156.wmf]12r
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ee
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 ,  (s, p1 p2 . . . pr ) = 1 , 
ami azt jelenti, hogy G az (1a) vagy (1b) típusú p – magok (vagy homológjaik)

direkt szorzata, esetleg valamilyen konstansokkal bővítve, vagyis G (2) alakú.

                                                                                                      Q. E. D.

12. LEMMA  Legyen G olyan , mint a 11. lemmában, de legyen még 

                       [image: image157.wmf]i

2

a³

, i = 1, 2, . . . r.    Akkor 

                        e (G)[image: image158.wmf]£

 e (G)   
[image: image159.wmf]Þ

   G 
[image: image160.wmf]Î
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Bizonyítás:   e (G) = 
[image: image161.wmf]r
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 e (G)   pontosan akkor, ha 

                     k – 1  
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