34

IV. RÉSZ.    AZ  AUTOMORFIZMUSOKRÓL  ÁLTALÁBAN

Legyen G = m k n )ab  , és  a  G-nek egy permutációja. 
Nyilvánvaló, hogy  Aut G  G = m k n )(a)(b)  . 

Részletesen ez azt jelenti, hogy

                                 (a) = m  ,                      ( 1 )




   (b) = n  ,                      ( 2 )

                        (b)  (a)  = (a)k (b)   
        ( 3 )

                         
[image: image1.wmf](a)(b)1

jj=

I

                        ( 4 )  .

Előfordulhatnak a következő esetek is:


    
[image: image2.wmf]a(b)1

j=

I

 ,

             és                                                            ( 5 a )


     
[image: image3.wmf](a)b1

j=

I

 ,  

                         
[image: image4.wmf]a(b)1

j¹

I

 ,

             és                                                            ( 5 b )



     
[image: image5.wmf](a)b1

j=

I

 ,  


                     
[image: image6.wmf]a(b)1

j=

I

 ,

             és                                                            ( 5 c )


           
[image: image7.wmf](a)b1

j¹

I

 ,  


                     
[image: image8.wmf]a(b)1

j¹

I

 ,

             és                                                            ( 5 d )



 
[image: image9.wmf](a)b1

j¹

I

 ,  
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Könnyű meggondolni, hogy az ( 5 b, c, d ) esetekben vagy az 
[image: image10.wmf]a

 egy része
képződik le a 
[image: image11.wmf]b

 - be automorf módon, vagy a  
[image: image12.wmf]b

 egy része az  
[image: image13.wmf]a

 - ba. 

( Az ( 5 d ) – nél mindkét eset fönnáll. ) Ez nyilvánvalóan csak úgy lehetséges,

ha a mondott részek centrálisak, izomorfok, és mind 
[image: image14.wmf]a

 - nak, mind 
[image: image15.wmf]b

 - nek

direkt faktorai. Az alábbit láttuk be:

1. LEMMA:   Az ( 5 b, c, d ) szituációk csak akkor fordulhatnak elő, ha

          G     ( s ) × (m | k | n)  × ( s )  , ahol (mn , s ) = 1                      ( 6 ) 

                                                                                        Q . E . D .

1. DEFINÍCIÓ:           A  ( 6 ) alakú csoportok halmazát  X  fogja jelölni.
Az olyan automorfizmust, amelyre ( 5 b ) , ( 5 c ) , vagy ( 5 d ) valamelyike

fönnáll, keresztező automorfizmusnak ( x – automorfizmusnak) nevezzük.

x – automorfizmusa tehát csak X  csoportnak lehet. 

Ha G ( 6 ) alakú, akkor  Aut G = Aut (m | k | n)  × Aut ( s ) 2 . 
Ezért egy G   X  csoport automorfizmuscsoportjának kiszámítása mindig 

visszavezethető egy olyan csoport automorfizmuscsoportjának meghatáro-

zására, amely már nem   X  beli. Ezért a továbbiakban mindig föltesszük, 
hogy  G 
[image: image16.wmf]Ï

 X .  
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A G =  m k n )ab  bármely  automorfizmusa 


[image: image17.wmf](a)ab

b

a

j=

,
                                            ( 7 )

[image: image18.wmf](b)ab

g

d

j=

 

alakú, ahol az  Zm Zn számoknak az ( 1 ) , ( 2 ) , ( 3 ) – ból 

következőleg ki kell elégíteniük az alábbi relációkat:

Az m a legkisebb pozitív egész, amelyre

 [ k  m ] m



               és     m   n




Az n a legkisebb pozitív egész, amelyre

 [ k  n ] m




               és     n   n





valamint

 k  kk[ k  k ]   (m) 
( K 31 ) 

                ( k – 1 ) n



Ezt a kissé riasztó kongruenciarendszert KÁNON-nak is nevezzük.

Később látni fogjuk, hogy fontos esetekben ezek a relációk jelentősen 
egyszerűsíthetők. 

2. DEFINÍCIÓ:  A  G = m k n )ab   egy  automorfizmusát egyszerűnek
nevezzük, ha vagy a – n , vagy b – n  identikusan hat. 
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Világos, hogy az identikus automorfizmus egyszerű, és egyszerű auto-

morfizmus nem lehet keresztező.

Egy egyszerű automorfizmus megadásánál nem tüntetjük föl azt a generátort,

amelyen identikusan hat. Például  : a
[image: image19.wmf]®

 a b  , b 
[image: image20.wmf]®

 b  helyett csak annyit

írunk, hogy  : a
[image: image21.wmf]®

 a b   . 

3. DEFINÍCIÓ:  Tekintsük a  ( 7 ) automorfizmust.  Ha a  
[image: image22.wmf]1

(a)ab

b

a

j=

 és

[image: image23.wmf]2

(b)ab

g

d

j=

 maguk is (egyszerű) automorfizmusok, akkor azt mondjuk, hogy a 

a és fúziója:    = . 

Amennyiben a  ( 7 ) – beli ilyen értelemben nem bontható föl, akkor t

csatolt automorfizmusnak, ( c – automorfizmusnak) nevezzük, s az ilyen

automorfizmusokkal rendelkező csoportok halmazát   C  vel jelöljük. 

Világos, hogy a fúzió különbözik a szokásos, o –rel jelölt kompozíciótól:

[image: image24.wmf]¹

 . Az is nyilvánvaló, hogy = , és

= (. 
A   A  G = 16 3 4 )ab   példája mutatja, hogy   C  nem üres. 

A  G – nek ugyanis van egy  : a
[image: image25.wmf]®

 a b  , b 
[image: image26.wmf]®

 b3 automorfizmusa, ámde

sem a : a
[image: image27.wmf]®

 a b  , sem a  :  b 
[image: image28.wmf]®

 b3 nem automorfizmusa  G – nek. 

2. LEMMA:   Legyen   G = m k n )ab  .
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( A . 1 )  A G – nek az  a
[image: image29.wmf]®

 a ,   Rm  egyszerű automorfizmusai egy 
Rm  - mel izomorf részcsoportot generálnak Aut G – ben. 

( A . 2 )   Ha a G – ben  az  
[image: image30.wmf]a

 nem karakterisztikus, akkor G – nek van egy

:       a
[image: image31.wmf]®

 a b  ,   n
           b 
[image: image32.wmf]®

 b ,     Rn
automorfizmusa.

( B . 1 )   A G – nek    b 
[image: image33.wmf]®

 b  automorfizmusa       Rn#   mellett     csak
akkor létezhet, ha G 
[image: image34.wmf]Ï

 S  .

( B . 2 )   Ha  G – nek létezik   :  b 
[image: image35.wmf]®

 ab   , 
[image: image36.wmf]0

g¹

 automorfizmusa, akkor
( a )    Rn ,  Rn#   G 
[image: image37.wmf]Ï

 S  ;
( b )   létezik olyan automorfizmusa is, ahol  m . 

Bizonyítás:  ( A . 1 )  triviális.

( A . 2 ) Ha 
[image: image38.wmf]a

 nem karakterisztikus G – ben, akkor mindenesetre léteznie kell

egy  :       a
[image: image39.wmf]®

 a b  ,  
[image: image40.wmf]0

b¹

,

                   b 
[image: image41.wmf]®

 b ,     Rn
automorfizmusának, mely  esetben egyszerű, és csatolt, ha  Rn#   . 

Először mutassuk ki, hogy  Rm  . A  hatványait  tanulmányozva azt

láthatjuk, hogy  f (a) = a' b'  . Ha speciálisan  f, akkor 
a' b'  = a , tehát ’ mamiből következik, hogy  Rm  .
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A  –ra térve látható, hogy 1 t ,  n , ( t, n ) = 1 .
Ilyen fölírás mindig lehetséges. 

Ekkor tehát   (a) = a(bt) . 

Csakhogy 
[image: image42.wmf]t

a,ba,b

=

 , azaz  m k n )ab  = m kt n 
[image: image43.wmf]t

b

a

)

  ,
ezért föltehetjük, hogy már eleve   n .

Most már a  helyett tekinthetjük a    
[image: image44.wmf]1

-

a

yy

o

  automorfizmust, ahol 


[image: image45.wmf]1

1

:aa

-

-

a

a

y®

 .

Ekkor valóban  

[image: image46.wmf]1

-

a

yy

o

 =   :       a
[image: image47.wmf]®

 a b  ,   n
           b 
[image: image48.wmf]®

 b ,     Rn   . 

( B . 1 )  A     b a b –   = a k    relációból  k  – 1   mkövetkezik,
s ez   G S  esetén csak  = 1 – gyel teljesülhet.

( B . 2 )  ( a ) Ha   
[image: image49.wmf]Ï

 Rn  volna, akkor az  a b  egy n’ ( < n ) –edik hatványából

a b eltűnne, és így [image: image50.wmf]aab1

g

d

¹

I

    adódna, ami  G 
[image: image51.wmf]Ï

 X  miatt lehetetlen.
 Rn#   - ra  vonatkozó állítás számolással adódik. 

Legyen  :  b
[image: image52.wmf]®

 a b  ,   Rn#  . Akkor (ba) = a b a = 
[image: image53.wmf]k

ab

d

g+

d

 , 
(a k b ) = a k a  b = a k+b. Az  (ba) = (a k b ) relációból k  m
adódik, ami  Rn#   mellett csak G 
[image: image54.wmf]Ï

 S  mellett lehetséges.
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( b ) Írható, hogy  s ,  ahol  m , (m, s) = 1 . 

Ámde 
[image: image55.wmf]s

a,ba,b

=

, s így feltehető, hogy már eleve  m .     Q. E . D .
TÉTEL: Ha a  G = m k n )ab  csoportnak a


: a
[image: image56.wmf]®

 a b



: b
[image: image57.wmf]®

 a b

egyszerű automorfizmusai, akkor ezek fúziója, is 

automorfizmusa G –nek.

Bizonyítás:  Azt kell belátni, hogy a  -re és a  -re fölírt kánonból (l. 36. o. )

következik a  = - re fölírt kánon. 
A   - nél  = 0 ,   = 1 , így a rá vonatkozó kánon a ( K 11 ), ( K 12 ), ( K 32 ) ,

valamint a   [ k  k ]   km





relációkból áll. 
A   - nél  = 1 ,   = 0 , ezért a rá érvényes relációk a ( K 21 ), ( K 22 ), és a



k km






lesznek.
Azt kell tehát csak igazolni, hogy a   - re fönnáll a  ( K 31 ) :


 +  k  kk[ k  k ]   .

Fölhasználva a  éset, megfelelő átrendezés után ebből a



kk  m

relációt nyerjük.   Vegyük figyelembe, hogy 

41

kk  k [ k k]   k [ k ]  [ k  k ]   k (k – 1) [ k ]   ( m )
(itt ismét felhasználtuk a  - et ) .

A k-val való egyszerűsítés után a bizonyítandó kongruencia ez lesz:


 (k – 1) [ k ]     0    ( m ) 




( 
[image: image58.wmf]Å

)

Tegyük föl, hogy   n . Ekkor ( K 32 ) szerint




[image: image59.wmf]n

k1s

-=

b

   





( 8 )

A és ( K 32 ) – ből 

[ k  k ]  = [ k  k – 1 + 1]  = [ k  k – 1]  + kk[ k 1]  

[ k  k – 1]  + 1 k  ( m ) ,  azaz



[ k  k – 1]  k – 1  ( m )



( 9 )

Írjuk be ide  ( 8 ) – at a baloldalra:
[ k  
[image: image60.wmf]n

s

b

]  [ k  
[image: image61.wmf]n

b

]  [ kn  
[image: image62.wmf]s

]   s [ k  
[image: image63.wmf]n

b

] k m )     ( 10 )
A ( K 21 ) és  ből nyerjük, hogy   [ k n]     0    ( m ) ,

S így   s [ k n]     s [ k ] [ k  
[image: image64.wmf]n

s

]       0    ( m ) . 

Alkalmazva  a  ( 10 ) – et:



 = k [ k ]     0    ( m ) , 

tehát a   ( 
[image: image65.wmf]Å

)   teljesül.

Ha most  helyett egy   t  többszöröst veszünk, akkor
42

[ k t]     [ k ] [ k t]     ( m ) ,   és
k [ k t]   =  [ k t]  m   , 

mert    m   ,  vagyis a   ( 
[image: image66.wmf]Å

)   ismét  teljesül. 

Bizonyítottuk tehát, hogy ha    és  - re teljesül a ( K 11 ) – ( K 32 ) , 

akkor a = - re is. 

Végül, mivel G 
[image: image67.wmf]Ï

 X  , ezért  
[image: image68.wmf]abab1

bg

ad

=

I

 , 
tehát  valóban automorfizmusa  G – nek. 



Q. E. D.
3. LEMMA:  Legyen G = m k n )ab .  Akkor 



Inn G 
[image: image69.wmf]0

n/n

k1

a,b

-

@

 ,  ahol  n0 =  k m

Bizonyítás:  Következik ez akár abból, hogy b a b 1 = a k  és  a1 b a = a k1 b,
akár abból, hogy Inn G 
[image: image70.wmf]@

 G / (G) .    



Q. E. D.
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