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 pontosan akkor, ha m k 
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Bizonyítás: 

( i ) A G = m k n )ab  Ch   összes automorfizmusa most




a 
[image: image7.wmf]®

 a  ,    Rm  
    

 : 




b 
[image: image8.wmf]®

 a b  ,  Zm   
alakú, és világos, hogy = , ahol 

:  a 
[image: image9.wmf]®

 a  ,    Rm  
    

 :ahol 

s világos, hogy st






































































































 




:  b 
[image: image10.wmf]®

 a b  ,  Zm   
egyszerű automorfizmusok.

Nyilvánvaló, hogy  
[image: image11.wmf]{
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 Rm .
Írjuk föl  - ra a ( K 21 ) –et  (36. o. ):



[ k | n ]  m
Látható, hogy a szóba jöhető legkisebb  éppen  
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Egyszerű kiszámolni, hogy  
ami éppen azt jelenti, hogy  
[image: image15.wmf]AutGHol(m)

£

 .

( Az automorfizmusok szorzási szabálya itt: (a) = (a)) .

Továbbá  [image: image16.wmf]1
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( i i )  Világos, hogy ( i ) – ben  egyenlőség akkor és csak akkor van, ha

 = 1, azaz [ k | n ] mtehát  m k 
[image: image17.wmf]n

·

)  B .

( i i i ) Ez abból következik, hogy Hol (m) 
[image: image18.wmf]@

 Aut Dm és Dm  B  miatt



Aut Dm  
[image: image19.wmf]@

 (m)  Rm  .

Az  Rm   pedig pontosan akkor ciklikus, ha  m PR . 

Q. E. D.
4. DEFINÍCIÓ:  A CYCYSbeli tökéletes csoportok halmazát jelölje T .

5. LEMMA:  T  = { ( p | k | p(p – 1) ) } , ahol p P0  , k pr(p)
.

Bizonyítás:  Definíció szerint egy csoport akkor és csak akkor tökéletes, 
ha (G) = 1, és G minden automorfizmusa belső, tehát


Aut G 
[image: image20.wmf]@

 Inn G 
[image: image21.wmf]@

 G .
Ha G CYCYS , akkor (G) = 1 csakis akkor állhat, ha G  Z  
[image: image22.wmf]I

 S  
( ld. III. rész 3. lemma , 21. o. ) 
Ezért G  B  is teljesül  ( ld. 49. o. (
[image: image23.wmf]<

) ).

Ha tehát G =  m k n )ab   T , akkor a 2. tétel szerint



Aut G  = 
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ahol


 :  b 
[image: image25.wmf]®

 ab  ,    
    

 :ahol 

s világos, hogy st






































































































 




:  a 
[image: image26.wmf]®

 a  ,  Rm   .

A  nyilván  belső automorfizmus, hiszen


a – 1 b a = a k – 1 b =  k – 1 (b) ,

és a  Z – beliség miatt    
[image: image27.wmf]k1

-

j=j

.
A    pont akkor lesz belső automorfizmus minden Rm   esetében, ha


[image: image28.wmf]k

@

 Rm   ,

amiből – és a centrumnélküliségből – valóban m = p , p P0  , k pr(p)
és

n = EU(p) = p(p – 1) következik. 




Q. E. D.

6. LEMMA:  G 
[image: image29.wmf]@

 Aut G pontosan akkor, ha 
( i )  G  T  ,

( i i ) G = ( 2p | k | p(p – 1) )
[image: image30.wmf]b

a

 , p P0  , k pr(2p) ,

( i i i ) G [image: image31.wmf]@

 D4 .

Bizonyítás:  Az  ( i ) – t elintézi az 5. lemma, az ( i i i ) – nél egyszerű számolás

segít, így elég az ( i i ) – vel foglalkozni.

Az ( i i ) – beli csoportok  a  T – csoportokból állnak elő úgy, hogy azokat

elölről megszorozzuk egy (2) ciklussal.  Az 5. lemma szerint T 
[image: image32.wmf]Ì

 B , és
a 4. lemma ( i ) – vel  ( 47. o. ) kapjuk, hogy az ( i i ) – beli G is   B – ben van.

Ám ekkor    Aut G = [image: image33.wmf]k

,
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,  ahol
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:  b 
[image: image34.wmf]®

 ab  ,   | = 2 p ,
    

 :ahol 

s világos, hogy st






































































































 




k:  a 
[image: image35.wmf]®

 ak  ,  k pr(2p) , | k= p(p – 1) ,

és egyszerű számolás mutatja, hogy  k 1  = k k  , 

tehát valóban  
[image: image36.wmf]k
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 G . 





Q. E. D.
A fentiekből levonható az a következtetés, hogy azokra a G =  m k 
[image: image38.wmf]n

·

 )ab  
csoportokra, ahol m PR , k pr(m) , fönnáll:



G  
[image: image39.wmf]@

 Aut G  
[image: image40.wmf]@

 Hol (m) ,

és más csoportokra ez nem teljesül.

7. LEMMA:  A G =  m k n )ab  csoportban a [image: image41.wmf]b

 - nek akkor és csak akkor

van m számú különböző automorf képe, ha [ k | n ] m

Bizonyítás:  Tekintsük a
  a 
[image: image42.wmf]®
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 :ahol 

s világos, hogy st
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  b 
[image: image43.wmf]®

 a b ,  Zm   
leképezést. Ezzel



 ( ba ) = a b a = ak b  ,



 (ak b ) = ak a b = ak b  ,

ami azt jelenti, hogy | a b | = n esetén  ( egyszerű )  automorfizmusa lesz

G – nek.  Tekintve, hogy (a b )n = a [k|n]  , 

az  | a b | = n összefüggés tetszőleges  Zm   mellett csak akkor állhat fönn,
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ha  [ k | n ] m

Ekkor azonban 


[image: image44.wmf]12
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( 4 )

csakis  1 = 2 esetén lehetséges.  A  ( 4 ) – ből ugyanis
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következik, azaz egy olyan x Zn   létezése, amellyel



[image: image46.wmf](
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Innen  x nde mivel x Zn   , ezért x = 1, s ezzel  1 = 2 következik. 

 Q. E. D.

5. DEFINÍCIÓ:  Azokat a G =  m k n )ab  csoportokat, amelyekben a [image: image47.wmf]b


különböző automorf képei páronként diszjunktak,  M * csoportoknak nevezzük.
A definícióból világos, hogy
 M * 
[image: image48.wmf]Ì

 S . 
Ha ugyanis G 
[image: image49.wmf]Ï

 S , akkor h(G) 
[image: image50.wmf]1

¹

 , és a [image: image51.wmf]b

 bármely konjugáltjával 
összemetsz ebben a nem triviális hátsó centrumban.

8. LEMMA:  m k n )ab  M *  pontosan akkor, ha 



[image: image52.wmf]n:

"n¯

   (m, [ k |  ] ) = 1.

Bizonyítás:  Az 5. definícióval ekvivalens állítás ez: 

m k n )ab  M *  pontosan akkor, ha [image: image53.wmf]b

 bármely tőle különböző

55

automorf képével csak triviálisan metsződik, vagyis


[image: image54.wmf]"

  Zm #  : 
[image: image55.wmf]bab1

g

=

I

.





( 5 )
(Ugyanis M * 
[image: image56.wmf]Ì

 S  miatt a b automorf képei mind a b alakúak, ahol   Zm )

Az  ( 5 ) mármost csakis akkor teljesül, ha


[image: image57.wmf]"

  Zm #  [image: image58.wmf]n:

"n¯

 
[image: image59.wmf]k|
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 [image: image60.png]


 0 ( m ) .
Innen pedig azonnal kapjuk az

[image: image61.wmf]n:

"n¯

   (m, [ k |  ] ) = 1 feltételt. 




Q. E. D.

6. DEFINÍCIÓ:   Ha 
[image: image62.wmf]m

m¯

 és 
[image: image63.wmf]n

n¯

 , akkor a  G = m k n )ab  csoportnak
az 
[image: image64.wmf]a,b

m

n

 alakú részcsoportjait főrészeknek nevezzük.

Könnyű látni, hogy a főrészek vagy abeliek, vagy CYCYS – beliek. 

9. LEMMA:  Ha G M *  , akkor G minden nemabeli főrésze is M *– ban van.

Bizonyítás:  Legyen G = m k n )ab  , 
[image: image65.wmf]m

m¯

, 
[image: image66.wmf]n

n¯

, és



[image: image67.wmf]Ma,bABEL
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M M *  pontosan  akkor, ha  
[image: image68.wmf]00
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Tegyük föl, hogy valamely 0 – ra 
[image: image69.wmf]0
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Akkor nyilván 
[image: image70.wmf](
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  is fönnáll. 
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Ugyanakkor (m, [ k |  ] ) = 1 , mert G M *  .  Így


[image: image71.wmf](
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,

ami ellentmond annak, hogy G M *  .  



Q. E. D.

10. LEMMA:  Legyen G = ( p | k |  p r ) , ahol  p P, r | p – 1 . 
G akkor és csak akkor M *  – beli, ha 

( a )   = 1 és  r = 1 , vagy  

( b )   = 0 .

Bizonyítás:  ( a ) Ez esetben G automatikusan M *  – ben van, mint minden

olyan  ( m | k | n ) csoport, ahol n P.

( b )  Könnyű látni, hogy ekkor G Z . Az 5. lemma bizonyításából kiderül,

hogy ha m k 
[image: image72.wmf]n

·

)
[image: image73.wmf]b

a

  Z , akkor b minden automorf képe megkapható
konjugálással. Ezért elég bizonyítani, hogy esetünkben a [image: image74.wmf]b

 bármely, tőle

különböző konjugáltjával diszjunkt:


[image: image75.wmf]"

x  Zm#  : 
[image: image76.wmf]xx

baba1

-

=

I

.
Tételezzük föl ennek az ellenkezőjét, azaz tételezzük egy olyan y  Zn#  
szám létezését, amellyel 

( a –x b a x )y = ( a x(k1) b )y = ( a x(k1)[k|y] )by = by  .
Ebből  


x ( k – 1 ) [ k | y ]  x ( k y – 1 ) p






következik.

Ha x  R
[image: image77.wmf]p

a

 , akkor ( 6 ) – ból azt kapjuk, hogy   k y p

tehát y ( n ) , ellentmondásban az y  Zn#  föltevéssel. 

Ha  x 
[image: image78.wmf]Ï

 R
[image: image79.wmf]p

a

 , akkor  x = p x1 , 1 
[image: image80.wmf]£

 
[image: image81.wmf]£

 – 1 , ( p, x1 ) = 1.
Ekkor  ( 6 ) – ból nyerjük, hogy  k y p

De ebből megint y ( n ) következik, mert R
[image: image82.wmf]p

a

 = px ( p – 1 ) , és 

k most a ( p – 1 ) ciklusból való, s ezért k rendje r minden 1 
[image: image83.wmf]£

 
[image: image84.wmf]£

 – 1

esetén is. 

Bizonyítottuk tehát, hogy az  ( a ) és ( b ) esetekben valóban G M *  .  

Azt kell még megmutatni, hogy más eset6ekben viszont G 
[image: image85.wmf]Ï

M *  .  

Ismét két lehetőség van:

( c )   = 1 , r > 1 ,

( d ) 
[image: image86.wmf]2

b³

.

A  ( c ) – nél elég látni, hogy a ( p | k | pr ) főrész nincs S– ben, s így 

M *   ben sem, a  ( d ) – nél pedig a ( p – 1  | kr | p) főrész vizsgálata

vezet hasonló eredményre,
( hiszen ha | kr |
[image: image87.wmf]p

a

 = p , akkor | kr |
[image: image88.wmf]1

p

a-

 = p) . 
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