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V. RÉSZ.           Ch   – CSOPORTOK 

1. DEFINÍCIÓ: A G =  m k n )ab  csoportot   Ch – csoportnak nevezzük, 
ha [image: image1.wmf]a

 char G , vagyis 
[image: image2.wmf]a

 karakterisztikus G – ben. 

Világos, hogy  G  Chesetén a G minden, a IV. rész ( 7 ) – ben  ( 36. o. )

adott automorfizmusánál   = 0 . Ekkor G automorfizmusai az
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   ,   Rm ,   Zm   
mátrixokkal reprezentálhatók. Az automorfizmusok összetételének megfelel

a fenti mátrixok szokásos szorzása, mint azt könnyű kiszámolni.

2. DEFINÍCIÓ:  m k n ) Q    ( k – 1 , n ) = 1 . 
1. LEMMA:     

 Q   
[image: image4.wmf]U

 R  
[image: image5.wmf]U

  Z   
[image: image6.wmf]Ì

  Ch  .

Bizonyítás:  Legyen G = m k n )ab  . Ha G Q  , akkor  ( k – 1 , n ) = 1
miatt a  ( K 32 ) – ből  ( 36. o. )   nkövetkezik. 

Ha G R  , akkor  ( m , n ) = 1miatta ( K 12 ) – ből  ( 36. o. ) következik

ugyanez. Végül, ha  G Z  , akkor  (G) = 
[image: image7.wmf]a

 . 


Q. E. D.
2. LEMMA:  Ha  m k 
[image: image8.wmf]n

·

) Ch  , és ( m , s ) = 1 ,  akkor



( s )  ×  m k 
[image: image9.wmf]n

·

) Ch  . 
Bizonyítás:  Legyen Gs az 
[image: image10.wmf](
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 direkt szorzata.
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Gs = 
[image: image13.wmf](
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Gs S  miatt   (Gs ) =  e (Gs ) , és nyilván  [image: image16.wmf]1

a

£

  (Gs ) . 

Mivel ciklikus csoportnak minden részcsoportja karakterisztikus, kapjuk, hogy
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  char  e (Gs )  char  Gs , 

amiből     
[image: image18.wmf]1
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  char  Gs .

Legyen  Aut Gs . Akkor  ( a1 a2 ) =  ( a1) ( a2 ) , 

és az előbbiek értelmében   ( a1) = [image: image19.wmf]1
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 ,  1 Rs   . 

Ha most  ( a2 ) = 
[image: image20.wmf]2
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 , akkor ennek az elemnek a rendje csak akkor 
lehet  m , ha  = 0. Ám ekkor  = 0 is, különben az 
[image: image21.wmf]2
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 az [image: image22.wmf]2
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=
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nem volna karakterisztikus. Mindebből az következik, hogy 

 (
[image: image23.wmf]12
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 ) = 
[image: image24.wmf]12
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 , tehát  Gs  Ch  . 



Q. E. D.

A VI. rész 1. lemmája    ( 71. o. )  mutatja, hogy az iménti állításban
miért volt szükség    S  csoportokra szorítkozni.

3. LEMMA:  G1 , G2  Ch  
[image: image25.wmf]Þ

 G1    G2  Ch  . 
Bizonyítás:   Legyen ( m1 , m2 ) = 1, és 

G1 = m1 k1 n1 ) 
[image: image26.wmf]1
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 Ch  , és G2 = m2 k2 n2 ) 
[image: image27.wmf]2
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 Ch  .

Akkor  G1    G2  = m1 m2 k n1 n2 ) 
[image: image28.wmf]12
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ahol 


k  ki ( mi )  ,  i = 1, 2 ,    n = [ n1 , n2 ]  .

Tegyük föl, hogy a   G1    G2  – nek  van egy 




a1 a2  
[image: image29.wmf]®

 a1 a2  (a1 a2) 
                        : 



b1 b2  
[image: image30.wmf]®

  (b1 b2)
automorfizmusa. tekintsük ennek a  – nek  mondjuk a G1 – re való

megszorítását. Mivel  G1 Ch  , ezért a   (
[image: image31.wmf]1
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 ) = 
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 relációnak

teljesülnie kell. Ámde  ( m1 , m2 ) = 1, s így 
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Ebből


[ k | m2 ]  ( m2 ) 


( 1 a )

és


 m2    ( n2 ) 



( 1 b )

következik. ( Az, hogy  m2  a  legkisebb ilyen szám, abból következik, 

hogy a  ()  az  m2 –nél kisebb számmal nem teljesül. ) 

A  – re fölírt ( K 31 ) és ( K 32 )  (ld. 36. o. ) :

[ k | k ]  k  ( m1 m2 ) 


( 1 c )

( k – 1 )  ( n )  .


( 1 d )
Vegyük a k – t mod m2 , a és  – t mod n2 , azaz legyen
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k = k2 + m2 x,




 = 2 + n2 y,




 = 2 + n2 z,

és nézzük meg, mivé lesznek az  ( 1 a – d ) relációk.

Az  ( 1 a ) – ból: 
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( 1 a a )
Az  ( 1 b ) – ből:
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( 1 b b )
Az  ( 1 c ) – nél a [  |  ]  bal felében közvetlenül áttérhetünk k – ról k2 – re :
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amiből  k2ny  k2nz  ( m2 )   miatt
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Meg kell még mutatni, hogy 
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Íme:  
[image: image46.wmf]222222
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mivel  ( 1 a a ) miatt  [image: image48.wmf]2
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Kaptuk tehát, hogy
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( 1 c c )

Az  ( 1 d ) – ből:


 ( k – 1 ) ny ) (kmx – 1 ) 


 (k – 1 )  ( n2 ) ,




( 1 d d )
hiszen  m ( n2 )  az  ( 1 b b ) szerint.

Az  ( 1 a a – d d )  relációk szerint a G– nek van egy 
[image: image50.wmf]22
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automorfizmusa, ellentmondásban azzal, hogy G2 Ch  

Q. E. D.

E lemma megfordítása nem igaz. Előfordulhat, hogy G1 Ch  , G2 
[image: image51.wmf]Ï

Ch  ,
mégis  G1    G2  Ch  . 

Például  ( 7 | 4 | 3 ) ( 9 | 4 | 3 ) = ( 63 | 4 | 3 )  Ch  ,

ahol  ( 7 | 4 | 3 ) Ch  , de  ( 9 | 4 | 3 ) 
[image: image52.wmf]Ï

Ch  . 

3. DEFINÍCIÓ:  A  G = m k 
[image: image53.wmf]n

·

)  B – csoport pontosan akkor, ha




[ k | n ]  m

4. LEMMA
( i )  Ha  ( m , s ) = 1 , m k 
[image: image54.wmf]n

·

)  B , akkor 

( s ) × m k 
[image: image55.wmf]n

·

)  B pont  akkor, ha  s | n .
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( i i )   G1 , G2  B  
[image: image56.wmf]Þ

 G1    G2  B  .

Bizonyítás:  egyszerű számolással. 




Q. E. D.

Az ( i i ) megfordítása hamis, például ( 9 | 4 | 3 ) ( 19 | 4 | 3 ) B  , 

de  ( 9 | 4 | 3 )  
[image: image57.wmf]Ï

 B  .

1. TÉTEL:  (B – TÉTEL ) :  B  
[image: image58.wmf]Ì

   Ch .
Bizonyítás:  Tegyük föl, hogy G =  m k n )ab  B  , de  G 
[image: image59.wmf]Ï

 Ch  .

Ekkor a G – nek létezik egy 




a 
[image: image60.wmf]®

 a b  ,   n
    

 : 




b 
[image: image61.wmf]®

 b  ,  Rn  
automorfizmusa  ( ld. 38. o. ( A 2 )) .
Írjuk föl a ( K 31 ) – et  ( 36. o. )  = 1,  = 0 szereposztással:



[ k| k ]  km

Ebből a  ( K 32 ) – vel  (36. o. ) :

[ k| k – 1 + 1] = [ k| k – 1] + k (k – 1)  [ k| 1 ] [ k| k – 1] + 1 km
azaz 

[ k| k – 1]
k – 1m
Most 


[image: image62.wmf]n
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mivel   n ,  ezért

[ k| k – 1]
[ k| 
[image: image63.wmf]n
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[image: image65.wmf]s
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[image: image66.wmf]n

b

] k – 1m

Mivel G B  , ezért [ k | n ] ms így
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s [ k | n ] s [ k |  ] [ k| 
[image: image67.wmf]n
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Használjuk föl itt a  ( 2 ) – t :



[ k |  ] (k – 1 ) m






Mármost  ( fölhasználva a ( K 32 ) – t, ld. 36. o. ):
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és a ( 3 ) – mal nyerjük, hogy



[image: image71.wmf]k|k|
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Ebből következik, hogy 

( k – 1 ) [ k |  ]  = k – 1 m
ellentmondásban azzal, hogy   n és  G S  .


Q. E. D.

Az 1. lemma és az 1. tétel szerint



B   
[image: image72.wmf]U

  Q   
[image: image73.wmf]U

 R  
[image: image74.wmf]U

  Z   
[image: image75.wmf]Ì

  Ch  .
Hogy ez a tartalmazás valódi, azt a  ( 63 | 4 | 3 )  csoport bizonyítja.

( Egyébként Z  
[image: image76.wmf]I

 S  
[image: image77.wmf]Ì

  B  . Ha ugyanis  ( m | k | n ) Z  , akkor 

( m, k – 1 ) = 1, és így a k n – 1 = ( k – 1 ) [ k | n ] mrelációból           (
[image: image78.wmf]<

)
[ k | n ] mkövetkezik. ) 

2. TÉTEL:  Legyen  m k 
[image: image79.wmf]n
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