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VI. RÉSZ.   CSOPORTOK A  Ch – n KÍVÜL
TÉTEL:  Az V. rész 5. tételében fölsoroltakon kívül minden más p – csoport

a  Ch – n kívül van.

Bizonyítás:  A következőkben erősen támaszkodunk az alábbi összefüggésekre:

( i )  [ s p  + 1 | p  ] p p ahol  p P0  , 
[image: image1.wmf]0

£b£a

, ( s , p ) = 1 .
( i i )  [ s 2  + 1 | 2  ] 2 + 2   2 ahol  > 2 , 
[image: image2.wmf]11

£b<a-

, (2 , s) = 1.

( i i i)  [ s 2   1 | 2  ] 2  2 ahol   > 2 ,  
[image: image3.wmf]11

£b<a-

,  (2 , s) = 1.

( i v ) Ha (m | k | n ) 
[image: image4.wmf]@

(m | l | n ) , akkor [ k | n ] l | n ]  ( m ) .

Ezen kongruenciák igazolását lásd a Függelékben.
Rátérünk a tétel bizonyítására.

( A ) G = (p | p  + 1 | p ) 
[image: image5.wmf]b

a

 ,  ahol p P0  , 
[image: image6.wmf]2

a³

, 
[image: image7.wmf]11

a-³b³

, 
[image: image8.wmf]0

d³

.

Azt fogjuk vizsgálni, hogy melyik az a legkisebb nemnegatív  , amellyel
létezik az  
[image: image9.wmf]p

:aab

g

w®

 egyszerű automorfizmus. Azért keressük a lehető

legkisebb  – t , mert annak birtokában kaphatjuk meg a legnagyobb 

[image: image10.wmf]w

 ciklust az Aut G – ben. 

Fönnáll, hogy 
[image: image11.wmf](p1)p|p

pp

(ab)a

éù

êú

ëû

a-bgb-g+d

gb-g+d

+

=

.

Tegyük föl először, hogy 
Akkor igaz, hogy 
[image: image12.wmf]p()p

(p|(p1)|p)(p|(p1)|p)

gg

a-b-g

a-bb-g+db-g+d

aa

+@+

.

Ezért 
[image: image13.wmf]p()

(p1)|pp1|p

g

a-b-g

a-bb-g+db-g+d

éù

éù

ëû

ëû

+º+º
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[image: image14.wmf]()()p
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[image: image15.wmf]()

pp1|pp

a-b-g

b-gb-g+d

d
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ëû
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     ( p ) ,
tehát 
[image: image16.wmf]ppp

(ab)a

gb-g+db-g+d

=

 . 





( 1 ) 

Az  ( 1 ) – ből csak akkor lehet levonni azt a következtetést, hogy




[image: image17.wmf]p

|ab|m

g

=

  , 





( 2 )

ha    
[image: image18.wmf]b-g+d£a

,    azaz       
[image: image19.wmf]g³b-a+d

. 



( 3 ) 

Tegyük föl, hogy  kielégíti a  ( 3 ) – at, s így  ( 2 ) fönnáll.
Vizsgáljuk meg, hogy a  
[image: image20.wmf]pp

(G)aab

a-bg

¶=£

 


( 4 )
reláció milyen feltételek mellett teljesülhet. 

A  ( 4 )  másképpen azt jelenti, hogy 
[image: image21.wmf]pp

aa

a-bb-g+d

Î

, 

amiből nyerjük, hogy 
[image: image22.wmf]a-b³b-g+d

,  azaz  
[image: image23.wmf]2

g³b-a+d


( 5 )

A továbbiakban tehát föl kell tennünk, hogy  az ( 5 ) – öt is kielégíti.

Annak igazolása van hátra, hogy teljesül – e az alábbi reláció:



[image: image24.wmf]1

ppp1

babb(ab)

-

gga-b

+

=

 . 




( 6 )
Ha  ( 5 ) – ben  egyenlőség van, akkor 
[image: image25.wmf]a-b=b-g+d

, 

s így 
[image: image26.wmf]1

pp1ppppp

babbabaabaab

-

ga-bga-bgb-g+dg

+

====



[image: image27.wmf]ppppppp1

(ab)ab(ab)ab(ab)

gb-g+dgga-bga-b

+

===

 ,

tehát  ( 6 )  fönnáll. 
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Ha negatív, akkor  = 0, és pozitív.  Ekkor


[image: image28.wmf]1

pp1

babbbaab

-

ga-b
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==

 , és 
[image: image29.wmf]2

pp1p1pp

(ab)(ab)((ab))ab
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===



[image: image30.wmf]22

p1|pp1|p(p1)p|p
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(a)ab(a)ab

éùéùéù

êúêúêú

ëûëûëû

a-bb+da-bba-bb

d

a-b-da-b-d

+++

×=×=



[image: image31.wmf]2

ppp1

(a)abab

b+da-b-da-b

+

×=

 , tehát  ( 6 ) ismét teljesül. 
Igazoltuk, hogy a  esetben az 
[image: image32.wmf]p

:aab

g

w®

 leképezés valóban

automorfizmusa  G – nek, ha  teljesíti az  ( 5 ) – öt. 

Legyen most 
[image: image33.wmf]g³b

. Ez nyilván csak akkor lehetséges, ha  > 0 .

Ekkor viszont  
[image: image34.wmf]h(G) = 
[image: image35.wmf]p

b

b

 , s így 
[image: image36.wmf]p

b

g

h(G) . Ezért 
[image: image37.wmf]p

ab

g

ƒ

 .
Nézzük meg, mi a feltétele annak, hogy  ( 2 ) teljesüljön.

Mivel 
[image: image38.wmf]pppp

(ab)ab

ga+g

aa

=

, ezért a  ( 2 ) feltétele, hogy 


[image: image39.wmf]a+g³b+d

  legyen, amiből ( 3 ) következik.

Mivel 
[image: image40.wmf]p

ab

g

ƒ

 , ezért most is fönnáll  ( 1 ) , és a  ( 4 ) – et vizsgálva

ismét az ( 5 ) – re jutunk. 

A  ( 6 )  relációnál a baloldal  
[image: image41.wmf]1

pp1p

babbab

-

ga-bg

+

=

, 
a jobboldal  
[image: image42.wmf]pp1p1pp

(ab)ab

ga-ba-ba-b+gg

+++

=

.

E két oldal tehát akkor egyezik meg, ha 
p p p p 
Ebből 
[image: image43.wmf]a-b+g³b+d

  következik, ami az  ( 5 ) – tel ekvivalens.



Tehát a  ( 6 )  most is fönnáll, az 
[image: image44.wmf]p

:aab

g

w®

 leképezés az  ( 5 )  teljesülése
esetén akkor is automorfizmusa G – nek, ha 
[image: image45.wmf]g³b

.

( B )  G =  (2 | 2  + 1 | 2 ) 
[image: image46.wmf]b

a

 ,  ahol 
[image: image47.wmf]3,

a³

  
[image: image48.wmf]21

a-³b³

.

E csoportnak létezni fog egy



[image: image49.wmf]2

aab

g

®



:



[image: image50.wmf]bb

e

®


automorfizmusa, ahol  a legkisebb nemnegatív szám, amelyre


[image: image51.wmf]2

g³b-a

,

és  – t  az alábbi kongruenciával lehet kiszámítani:

(2  + 1 ) 2 (2  + 1 ) + 1        

(2  ) .
A bizonyításhoz tekintsük az  
[image: image52.wmf]2

ab

g

  elemet. 

Fönnáll, hogy 
[image: image53.wmf]2

(21)|2
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(ab)a
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g

a-bb-g

gb-g

+
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 .

Mivel 
[image: image54.wmf]()

22

(2|(21)|2)(2|(21)|2)

gg

a-b-g

a-bb-gb-g

aa

+@+

, 

ezért  
[image: image55.wmf]()

2

(21)|221|2
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a-bb-gb-g
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(2  ) ,
így kapjuk, hogy 
[image: image56.wmf]()1

1

2(21)

2222

(ab)aa

a-b-g-

b-g

gb-gb-g

a-

+

+

==

  ,
amiből az | 
[image: image57.wmf]2

ab

g

 | = 2 relációra akkor következtethetünk, ha 
[image: image58.wmf]a³b-g

, 
azaz 
[image: image59.wmf]g³b-a

. Ámde ez mindig fönnáll, hiszen  nemnegatív.
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Mármost  
[image: image60.wmf]2

(G)a

a-b

¶=

, és annak föltétele, hogy 
[image: image61.wmf]2

(G)ab

g

¶£

 legyen, ez:



[image: image62.wmf]()1

2(21)

22

aaab

a-b-g-

b-g

a-bb-g

+

Î=

 .
Ebből nyerjük az 
[image: image63.wmf]a-b³b-g

, tehát a 
[image: image64.wmf]2

g³b-a

 feltételt. 

Igazolandó, hogy fönnáll a definiáló reláció:



[image: image65.wmf]2221

babb(ab)

gga-b

e-e+

=

 .



( )

E reláció baloldala így alakul: 
[image: image66.wmf](21)

22

babbab

a-b

e

gg

+

e-e

=

.

Ha most 
[image: image67.wmf]2

g=b-a

 , azaz 
[image: image68.wmf]a-b=b-g

, akkor  ( )  jobboldala:

[image: image69.wmf]()1()1

2(21)2(21)1

22122222

(ab)(ab)abaabab

a-b-g-a-b-g-

b-gb-g

ga-bgb-gggg

+++

+

===

,
és a két oldal pont akkor egyezik meg, ha
(2  + 1 ) 2 (2  + 1 ) + 1        

(2  ) .

Ha most 
[image: image70.wmf]2

g>b-a

, akkor  minimalitása miatt és pozitív.

Ekkor a ( )  jobboldala így alakul:


[image: image71.wmf]2

1

22

21|2

(22)21

21222
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[image: image72.wmf]221

22121

abab

a-b-a-ba-b

+++

==

, 
hiszen 2 2(2  ) pont azért, mert most pozitív.

Jelen esetben tehát a ( )  az  = 1 választással kielégül.

Ha a G = (2 | 2  + 1 | 2 ) 
[image: image73.wmf]b

a

 homológot vizsgáljuk, ahol > 0 ,  akkor a  

fentiekkel teljesen analóg okoskodás a 
[image: image74.wmf]2

g³b-a+d

 relációt fogja adni,
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akárcsak e tétel  ( A )  pontjában.

A homológképzésnél megszűnhet a csatolás. Pl. a ( 16 | 5 | 4 ) 
[image: image75.wmf]b

a

  nek egy 


[image: image76.wmf]23

aab,bb

®®

 csatolt automorfizmusa van, ám a ( 16 | 5 | 4 ) 
[image: image77.wmf]b

a

  nek

az 
[image: image78.wmf]2

aab

®

 leképezés egyszerű automorfizmusa.

( C )  G =  (2 | 2   1 | 2 ) 
[image: image79.wmf]b

a

 , ahol 
[image: image80.wmf]4

a³

, 
[image: image81.wmf]22

a-³b³

 .

E csoportnak létezik egy 

[image: image82.wmf]2

aab

g

®



:



[image: image83.wmf]21

bb

g

-

®

 

csatolt automorfizmusa, ahol és ||
bizonyítás stratégiája az eddigiekével azonos:
vizsgáljuk az  
[image: image84.wmf]2

ab

g

  elemet :


[image: image85.wmf]2

(21)|2

22

(ab)a

éù

êú

êú

ëû

g

a-bb-g

gb-g

-

=

 .

Ámde 
[image: image86.wmf]()

2

(2|(21)|2)(2|21|2)

g

a-b-g

a-bb-gb-g

aa

-@+

.

( *** )
Ez azért van így, mert az R
[image: image87.wmf]2

a



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image88.wmf]@

 ( 2 ) × ( 2 ) , 
[image: image89.wmf]3

a³

 csoport szerkezete
olyan, minden ( 2 )  
[image: image90.wmf]22

£e£a-

 ciklusból pontosan kettőt tartalmaz, amelyek

összemetszenek egy ( 2 )  ciklusban. E szerkezet következménye, hogy

[image: image91.wmf]22

(2|(21)|2)(2|(21)|2)

gg

a-bb-ga-bb-g

aa

-@+

 , 
amiből a ( *** ) már következik. A  ( *** )  következménye pedig ez:
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[image: image92.wmf]()()1
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( 2 ) .

Tehát 
[image: image93.wmf]()1

2(21)

22

(ab)a

a-b-g-

b-g

gb-g

+

=

 , amiből | 
[image: image94.wmf]2

ab

g

| = 2  következik.
Most 
[image: image95.wmf]222

(G)aa

a-b

-

¶==

 , és ahhoz, hogy

[image: image96.wmf]()1

2(21)

22

aaa

a-b-g-

b-g

b-g
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 teljesüljön, kell 
[image: image97.wmf]1

b-g£

 , azaz 
[image: image98.wmf]1

g³b-

.

Ámde 
[image: image99.wmf]1

b-³g

 is fönnáll, így kapjuk, hogy 
[image: image100.wmf]1

g=b-

 .
Még azt kell belátni, hogy 

[image: image101.wmf]1
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.

A baloldal:   
[image: image102.wmf]1
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( 7 )
A jobboldal:  
[image: image103.wmf]1
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( 8 )

Bizonyítandó, hogy  ( 7 ) = ( 8 ) . Ehhez elég az a kitevőjével foglalkozni,
azokat átalakítani, amihez a következő, könnyen ( a binomiális együtthatók 
vizsgálatával ) igazolható összefüggést használjuk föl:



[image: image104.wmf]1

21

(21)21

b-

a-b

a-

-º+

    ( 2 ) . 

Ezzel az a – nak a  ( 7 )   beli kitevője így alakul:


[image: image105.wmf]1

1

2121
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[image: image106.wmf]21

1

2221

a-b-a-b
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  ( 2 ) . 




( 9 )

A  ( 8 ) – beli kitevővel hosszabb a számolás:
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[image: image107.wmf]1
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[image: image108.wmf]11221
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[image: image109.wmf]11
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[image: image110.wmf]122
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( 2 ) .
( 10 )
A  ( 9 )  és  ( 10 ) – et összevetve látjuk, hogy mindössze ennyi igazolandó:



[image: image111.wmf]2122

22

a-b-a-b-

º

  

( 2 ) . 

Ámde ez triviális, hiszen e kongruencia mindkét oldala osztható 2  val 

 abból kifolyólag, hogy 
[image: image112.wmf]2

a-³b

. 

Az |  | = 2  közvetlen számolással adódik.

( D ) G =  (2 | 2   1 | 2 ) 
[image: image113.wmf]b

a

 , ahol 
[image: image114.wmf]3

a³

, 
[image: image115.wmf]21

a-³b>

 , 
[image: image116.wmf]1

d³

.

G – nek létezik egy  : 
[image: image117.wmf]1

2

aab

b+d-

®

  egyszerű automorfizmusa.

A bizonyításnál ugyanúgy járunk el, mint  ( A ) – nál: az  – t 
[image: image118.wmf]2

aab

g

®


alakban keressük, szétválasztva a  és 
[image: image119.wmf]g³b

 eseteket.
( E ) G =  (2 | 2   1 | 2 ) 
[image: image120.wmf]b

a

 , ahol 
[image: image121.wmf]2

a³

 , 
[image: image122.wmf]1

d³

.

Itt a következő számolás fogja mutatni egy  : 
[image: image123.wmf]2

aab

d

®

  automorfizmus

meglétét:  vizsgáljuk meg az  
[image: image124.wmf]2

ab

g

  elemet .


[image: image125.wmf]1
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 , ha és esetén
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Az 
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 relációból csak akkor következik, hogy   | 
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ha 
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Tegyük fel, hogy ez fönnáll, és nézzük meg, mi a helyzet a kommutátorral.
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 pontosan akkor, ha 
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Ez azonban csakis úgy teljesülhet, ha 2 | 2 , azaz 
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,
amiből  
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 következik.

Csakhogy is fönnáll, ezért végül 
Mivel most  h (G) = 
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Ezért könnyű a  
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A baloldal  
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a jobboldal  
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és 2 (2 1+ ) , hiszen  
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Q. E. D.

1. LEMMA:  Tekintsük az ( m | k | 
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s ) , s > 1 csoportot. Ha  ( m , s ) = 1, 
akkor  ( s ) × ( m | k | 
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Bizonyítás: Legyen ( s ) × G = ( ms | l | 
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Ha most  ( n , s ) = 1 , akkor G s  
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X , és készen vagyunk, hisz nyilvánvaló,

72
hogy X  
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Tegyük föl ezért, hogy  
[image: image151.wmf](s)(n)
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( 11 ) 
( Az ( n , s ) 
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1 nem elég, mert ettől még előfordulhat, hogy az s – nek egy

valódi osztójára, s’ – re  ( n , s’ ) = 1 , ami megint a G s  
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Tekintsük az  ab n elemet  G s – ben. Egyrészt (ab n ) s = a s b ns  = a s , 

és így  |  ab n |  = ms , másrészt 
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 ( s ) , ezért 
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Végül bab n b 1  = a l b n , és 
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, ámde ismét 
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 ( ns ) , tehát bab n b 1  = (ab n ) l . 

Könnyű látni azt is, hogy 
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Mindebből az következik, hogy a  G s – nek létezik egy 
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egyszerű automorfizmusa. 




Q. E. D.

E lemma kapcsán fölmerülhet a kérdés, hogy az a s b n  elem miért ne lehetne

az  a – nak automorf képe? Hiszen most is |  a s b n |  = ms , 

és 
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Tehát az  
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 is egy ms – rendű ciklus, mely tartalmazza a kommutátort.

Ugyanakkor (a s b n ) m  = b mn , és mivel 
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ezért 
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Eszerint az a s b n az a – nak csak valamilyen x – automorfizmusnál lehetne a 
képe, ami megint a   G s  
[image: image170.wmf]Î

X  esetre vezetne.

Másrészt azonban, ha  ( 11 )  fönnáll, akkor a G s  – nek az 
[image: image171.wmf]sn
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 szerinti
faktorcsoportja nem lehet ciklikus. E faktorcsoport ugyanis így generálható:



a ms = 1 ,


( 12 a )



b ns = 1 ,


( 12 b )



b a b1 = a l 
,

( 12 c )



as b n  = 1 .


( 12 d )

A  ( 12 d ) – ből egyrészt 
[image: image172.wmf]22
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 következik, ami a  ( 12 a ) – val az



a s = 1



( 12 e )

relációra vezet. Másrészt a ms b mn  = b mn  = 1, ami a  ( 12 b ) és  ( m , s ) = 1 

figyelembe vételével a


b n = 1



( 12 f )

relációt adja.

A  ( 12 c ) – ből  
[image: image173.wmf]l1
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b a b1 = a  
.

( 12 g )

Látnivaló, hogy a  ( 12 e, f, g ) relációk egy  ( s ) × ( n ) – nel izomorf csoportot

határoznak meg, ez azonban éppen a  ( 11 )  miatt nem lehet ciklikus.

Ciklikus lesz viszont az  ( n, s ) = 1 esetben, ami azt jelenti, hogy G s  
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