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E fejtegetések mellékterméke, hogy X  
[image: image1.wmf]I

 Ch  = 
[image: image2.wmf]Æ

 . 

Az 1. lemma lehetővé teszi, hogy bármely hogy S   csoportból  kiindulva 

Ch  ba nem tartozó csoportot készíthessünk. A legegyszerűbb példa:

G = ( 6 | 5 | 4 )
[image: image3.wmf]b

a

 .  Ennél  Aut G = 
[image: image4.wmf],,,

jysw
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 : 
[image: image5.wmf]5

aa

®

 ,  |   |  = 2 ,


 : 
[image: image6.wmf]bab

®

 ,  |   |  = 6 ,


 : 
[image: image7.wmf]3

bb

®

 ,  |   |  = 2 ,



 : 
[image: image8.wmf]2

aab

®

 ,  |   |  = 2 .

Több – kevesebb számolással kimutatható, hogy Aut ( 6 | 5 | 4 ) 
[image: image9.wmf]@

 D3 × D4 .
Nem látszik sokkal bonyolultabbnak a G = ( 21 | 4 | 9 )
[image: image10.wmf]b

a

 sem, holott itt

Aut G = 
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 : 
[image: image12.wmf]8

aa

®

 ,  |   |  = 2 ,


 : 
[image: image13.wmf]19

aa

®

 ,  |   |  = 6 ,



 : 
[image: image14.wmf]7

bab

®

 ,  |   |  = 3 ,



 : 
[image: image15.wmf]3

bab

®

 ,  |   |  = 7 ,



 : 
[image: image16.wmf]4

bb

®

 ,  |   |  = 3 ,



 : 
[image: image17.wmf]3

aab

®

 ,  |   |  = 3 .

s így  | Aut G | =  = 2268 . 
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Ez is azt példázza, hogy a Ch  n kívüli csoportok automorfizmuscsoportjainak

meghatározására nincs általános módszer.
2. LEMMA:  Ha (m | k | n) 
[image: image18.wmf]Ï

 Ch  és  (m , s) = 1 , akkor ( s ) × (m | k | n) 
[image: image19.wmf]Ï

  Ch  
Bizonyítás:  Ha (m | k | n) 
[image: image20.wmf]b
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[image: image21.wmf]Ï

 Ch  akkor a 38. o. ( A 2 )  szerint van egy 
:       a
[image: image22.wmf]®

 a b  ,   n
           b 
[image: image23.wmf]®

 b ,     Rn
automorfizmusa. A  – re  fölírt ún. kánon  ( 36. o. ) :



[ k | m ] m


R



m n



R



[ k | k – 1 ]  k  1 m
R

( k – 1 ) n


R

B – tétel ( 48. o. ) bizonyításában láthattuk, hogy [ k | k ]  k  més
( k – 1 ) nrelációkból hogyan következik ( KR 3 ) . )

Most e lemmában azt kell bizonyítani, hogy ha  ( KR 1 – 4 ) – ben  áttérünk

m – ről ms – re, k – ról j –re, ahol ( m , s ) = 1, és j k ( s ) , akkor
a ( KR 1 – 4 ) relációk továbbra is érvényben maradnak. Rögtön látszik, hogy 
csak a ( KR 3 ) – at kell közelebbről megvizsgálni. Világos, hogy



[ j | j – 1 ]  j  1 ms

pontosan akkor teljesül, ha



[ j | j – 1 ]  j  1 m





és

[ j | j – 1 ]  j  1 s





j ( s ) miatt azonnal fönnáll, így csak a  ( 13 ) – at kell ellenőrizni.

A j k ( m )  miatt  ( 13 ) – ból lesz


[ k | j – 1 ]  k  1 m

de a j – 1 helyébe nem írható minden további nélkül k – 1 . 

Legyen   j = k + mx . Akkor
[ k | j – 1 ]  = [ k | k – 1 + mx ] = [ k | k – 1 ] +  kk [ k | mx ] =

= ( a ( KR 4 ) miatt ) = [ k | k – 1 ] [ k | mx] = 
= [ k | k – 1 ] [ k | m][ km | x]  [ k | k – 1 ] ( m ) , 

mert  ( KR 1 )  miatt  [ k | m ] m



Q. E. D.
Ha fúzióval akarunk Ch  n kívüli csoportot előállítani, akkor az V. rész 3. 
lemma ( 44. o. ) miatt legalább az egyik fúziós tényezőnek Ch  n kívül kell

lennie. A ( 9 | 4 | 3 ) Ch  példája azonban óvatosságra int, mert

a fúzió lehet Ch  beli, dacára annak, hogy egy vagy minden tényezője Ch  n

kívül esik. Tekintsük például ezeket:



Ch ,



Ch ,




[image: image24.wmf]Ï

 Ch  




[image: image25.wmf]Ï

 Ch  
Kihasználva a fúzió asszociativitását, a fenti csoportok fúziója
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kétféleképpen is felírható:

[ ( 7 | 3 | 6 ) ( 5 | 3 | 4 ) 


[ ( 7 | 3 | 6 ) ( 5 | 3 | 4 ) 


fölírásnál a szögletes zárójelben álló csoportok nincsenek Ch  ban,
azonban a  ( 16 ) – nál Ch  ban vannak, így az V, rész 3. lemma ( 44. o. )

szerint ez a négyes fúzió Ch  beli lesz. Magyarán szólva



G1 , G2 
[image: image26.wmf]Ï

 Ch  [image: image27.png]


 G1  G2 
[image: image28.wmf]Ï

 Ch  .
Legyen 


G1 = ( p | p+ 1 | p)  ,   p P0 ,


G2 = ( q | k | r p)  ,   ( p , qr ) = 1 .
Ekkor  G = G1  G2 = ( pq | j | rp)
[image: image29.wmf]b

a

 ,  

ahol    j = s p+ 1 , ( p, s ) = 1 





( 17 )


 = max ( ) . 
A  ( 17 ) azért helyes, mert  j  p+ 1  (p) ,

tehát 



    j = u p + p+ 1, 

azaz



    (u p + 1 ) p+ 1 = j .
Milyen feltételek mellett teljesül, hogy G 
[image: image30.wmf]Ï

 Ch  ?

A továbbiak előtt jegyezzük meg a következőket:

Általában, ha 
[image: image31.wmf]aab,0

b

®b¹

 egyszerű automorfizmusa az  (m | k | n) 
[image: image32.wmf]b

a

 

csoportnak, akkor  ( K 31 ) és  ( K 32 ) miatt  ( 36. o. )
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Akkor egyrészt 
[image: image34.wmf]k11k1k1

(ab)ab(ab)abbaa

bbbb-b

----

===

 ,
másrészt 
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( Itt ismét használtuk a ( K 32 ) – t, 36. o. )

Ezekből kapjuk, hogy [ k | k – 1 ]  k – 1 m



Térjünk vissza a 77. oldali G csoporthoz. 

Keressük b – nek azt a legkisebb kitevőjét – méghozzá t p , t | r , 
alakban, amellyel a :  
[image: image36.wmf]tp

aab

g

®

 egyszerű automorfizmusa lesz G – nek. 

A  ( K 12 ) – be ( 36. o. ) írjuk be a megfelelő adatokat, akkor kapjuk, hogy



t pp r ) . 
Ebből 
t  r )  következik. 

Viszont föl volt téve, hogy t | r , ezért végül kapjuk, hogy t = r . 
( 18 )
Írjuk föl a ( K 311 ) – et :


[image: image37.wmf]pr

(sp1)|spsp

g

a-ba-ba-b

éù

êú

ëû

+º

    p q ) . 




( 19 )

Régebbi vizsgálódásainkból ( ld. TÉTEL  (A) – ban az (5)   = 0 – val, 64. o. )
már tudjuk, hogy mod p nézve a  ( 19 ) – et, a [image: image38.wmf]2

g³b-a



( 20 )

relációra jutunk.

Ha most mod q nézzük a  ( 19 ) – et:
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[image: image39.wmf]pr
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     q ) . 




( 21 )

Mivel G2 – re  ( a 77. oldalon ) semmilyen kikötéssel nem éltünk, a  ( 21 ) akkor

lesz biztosan igaz, ha 
[image: image40.wmf]g³d

 . 

( Ekkor ugyanis 
[image: image41.wmf]pr

(sp1)1

g

a-b

+º

 ( q ) , s így  ( 21 ) automatikusan teljesül. )

Mármost 
[image: image42.wmf]max(,)

e=bd>g³d

 - ból következik, hogy  
s mivel nyilván végül nyerjük, hogy 
[image: image43.wmf]1

b-³g³d

. 


( 22 ) 

A  leképezésünk tehát mindenesetre olyan lesz, hogy benne b kitevője 

( 19 ) miatt  r p  alakú, ahol – nak ki kell elégítenie a ( 20 ) és ( 22 ) 
relációkat. ( Nem vizsgáltuk az 
[image: image44.wmf]rp

ab

g

 rendjét, mert  ( K 311 ) biztosítja, hogy

ez a rend p q .)
Írjuk föl még  ( K 32 ) – t is  ( 36. o. ) ; kapjuk belőle, hogy 



[image: image45.wmf]a-b+g³e

 ,  azaz  
[image: image46.wmf]g³e-a+b

 




( 23 )

A megfelelő  – nak tehát a ( 20 ) , ( 22 ) és  ( 23 ) relációkat ki kell elégítenie.

De ez csak látszólag három reláció, ugyanis most és így a  ( 23 ) – ból

[image: image47.wmf]2

g³b-a

 , ami a ( 20 ) – szal azonos. 

Az elmondottakból most már világos, hogy a  

( 7 | 4 | 3 ) miért lesz  Ch  beli.
Foglaljuk össze az eddigieket:
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3. LEMMA:  Legyen

G1 = (p | p  + 1 | p )  ,  ahol p P0  , 
[image: image48.wmf]11

a-³b³

,

G2 = (q| k | r p )  ,   ( p , qr ) =1 , 
[image: image49.wmf]10

b-³d³

.

Akkor a G = G1  G2 = ( pq | s p+ 1| pr)
[image: image50.wmf]b

a

 ,   ( s, p ) = 1  csoport

automorfizmuscsoportja tartalmaz egy 
[image: image51.wmf]j

 ciklust, ahol   :  
[image: image52.wmf]rp

aab

g

®

 

egyszerű automorfizmus, és   az a legkisebb nemnegatív egész, mely
kielégíti a [image: image53.wmf]2

g³b-a

 , és  
[image: image54.wmf]1

b-³g³d

 relációkat. 


Q. E. D.

A következő két lemma a 2 – magok fúziójával foglalkozik, és bizonyításuk

a 3. lemmában látottakkal teljesen analóg.

4. LEMMA:  Tekintsük a


(2 | 2  + 1 | 2 )  , 
[image: image55.wmf]3

a³

 , 
[image: image56.wmf]21

a-³b³


és 
(q| k | 2  r)  ,   ( 2 , qr ) =1 , 
[image: image57.wmf]10

b-³d³


csoportokat. Ezek fúziójának, a

G = ( 2q | s 2+ 1| 2r)
[image: image58.wmf]b

a

 ,   ( 2 , s ) = 1  

csoportnak lesz egy 





[image: image59.wmf]2r

aab

g

®


       

 :





[image: image60.wmf]bb

e

®


automorfizmusa, ahol [image: image61.wmf]2

g³b-a

 és  alkalmas R
[image: image62.wmf]2r

b

  beli szám.
Q. E. D.
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5. LEMMA:  A


(2 | 2   1 | 2 )  , 
[image: image63.wmf]4

a³

 , 
[image: image64.wmf]22

a-³b³


és 
(q| k | 2  r)  ,   ( 2 , qr ) =1 , 
[image: image65.wmf]10

b-³d³


csoportok fúziójaként előálló

G = ( 2q | s 2+ 1| 2r)
[image: image66.wmf]b

a

 ,   ( 2 , s ) = 1  

csoportnak lesz egy 





[image: image67.wmf]1
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 :





[image: image68.wmf]1
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®


c – automorfizmusa, és |  | = 2 . 




Q. E. D.
Az e részbeli tételben, illetve a 3. , 4. , és 5. lemmákban külön nem vizsgáltuk,

hogy a szereplő ( m | k | n ) 
[image: image69.wmf]b

a

 csoportoknál az ab elem ( az a automorf képe)

által generált ciklus diszjunkt lesz – e 
[image: image70.wmf]b

  vel  ( ami pedig fontos feltétele

annak, hogy ab tényleg automorf képe legyen a – nak ) .

Mivel a fent említett állításokban csak p – csoportok, illetve S – csoportok

szerepelnek, a következő két lemma segít a fenti probláma megoldásában.

6. LEMMA:  Ha ( m | k | n )   S , akkor tetszőleges b Z n   esetén



[image: image71.wmf]abb1

b

=

I

 .

Bizonyítás:  Tegyük föl, hogy 
[image: image72.wmf]x

bab

b

Î

. Ekkor nyilván 
[image: image73.wmf]x

bab

b

ƒ

, ezért
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[image: image74.wmf]xx

babbab

bb

-

=

. Másrészt  
[image: image75.wmf]x

xxk

babbab

bb

-

=

, ahonnan 
[image: image76.wmf]x

k1

º

  ( m ) 
következik, ami a csoport S – belisége miatt csak x = 0 – val elégíthető ki.











Q. E. D.

7. LEMMA:  Legyen a G = ( m | k | n ) 
[image: image77.wmf]b

a

 csoportban az m egy prím hatványa,

és tegyük föl, hogy | ab | = m, valamint 
[image: image78.wmf](G)ab

b

¶£

. Akkor




[image: image79.wmf]abb1

b

=

I

.

Bizonyítás:  Ha 
[image: image80.wmf]x

bab

b

Î

 valamely 
[image: image81.wmf]x0

¹

  számmal, akkor 
[image: image82.wmf]b(G)1

¶=

I

 
miatt 
[image: image83.wmf]x

b(G)1

¶=

I

, s mivel 
[image: image84.wmf](G)ab

b

¶£

, azt kapjuk, hogy egy prímhatvány-

rendű ciklusban diszjunkt valódi részek vannak, ami nyilván lehetetlen. 
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