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99.7.26     CYCYS folytatása  eredeti kézirat 12. oldalától.





(c)       Elõször  vegyük  azt  az  esetet,  amikor      k  �EMBED Equation.DSMT4���  k i  ( m i ) ,  i = 1, 2 .





           Ekkor  az      a1 �EMBED Equation.DSMT4��� a m2  , a2 �EMBED Equation.DSMT4��� a m1 ,  b1 �EMBED Equation.DSMT4��� b n2   ,  b2 �EMBED Equation.DSMT4��� b n 


           


           egy jó leképezés .  





A  (10)  azt  jelenti,  hogy  a  jelzett  direkt  szorzat  független  a  tényezõk  





prezentációjától.  Ennek  indoklása  a  következõképpen  történhet.





Idézzük  föl  az  alábbi  számelméleti  tételt:





( SZT )   Az    x �EMBED Equation.DSMT4���  a i    ( n i )   kongruenciarendszernek  pontosan  akkor





              van  megoldása,  ha  minden  i , j   párra,  ahol  1 £ i £ j £ r ,


             


              teljesül,  hogy     ( n i , n j ) ÷  ( a i - a j )  ,


       


   	    és  bármely  két  megoldás  kongruens  modulo  [ n 1 , n 2 , ....... n r ] .





( Ha  az   n i   számok  ( i = 1, 2, . . . r )  páronként  relatív  prímek,  akkor  ez





nem  más,  mint  a  kínai  maradéktétel. )








Az  ( m 1×m 2ú kú n 1×n 2 )  csoportot  generálhatjuk  így :  a  =  a 1×a 2 ,  b = b 1×b 2 .








Térjünk  most  át  az  ( m i÷ k iú n i )a ib i  - rõl  az  ( m i÷ k i t i ÷  n i )a i �EMBED Equation.DSMT4����EMBED Equation.DSMT4����EMBED Equation.DSMT4��� 





csoportokra,   ahol  t  Î  R n i  ,  i = 1, 2 .





Akkor  a   ( b 1× b 2 ) x  =  b 1 x ×b 2 x  = b 1 t 1 × b 2 t 2   relációból  folyó





                                    x  �EMBED Equation.DSMT4���  t  i    ( n i )  ,   i = 1, 2
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kongruenciarendszer  (n 1 , n 2) = 1  miatt  mindig  megoldható,  tehát  van  olyan





                                        x  Î  R n1×n2  ,             hogy  





(m1÷ k1 t 1÷ n1 )a1 �EMBED Equation.DSMT4����EMBED Equation.DSMT4����EMBED Equation.DSMT4����EMBED Equation.DSMT4���(m2÷ k2 t2÷ n2 )a2�EMBED Equation.DSMT4���  @  ( m1×m2÷ k x ÷  n1× n2 )a �EMBED Equation.DSMT4���  .








Mindez  a  (10) -et   bizonyítja .                                                       Q . E . D .








A  (c) -ben  szereplõ  direkt  szorzás  értelemszerûen  akárhány  -  véges 





számú  -  tényezõre  is  kiterjeszthetõ . 





A  PART  segítségével  most  már  megérthetõ  a  (9)  példa:





mind  a  négy  csoport  izomorf  a 





                              (3) �EMBED Equation.DSMT4��� (4) �EMBED Equation.DSMT4��� ( 4ú 3ú 2 )





csoporttal.








3.  DEFINÍCIÓ   Azon  CYCYS - csoportokat,  amelyeknek  nincs  triviálistól





                           különbözõ  direkt  faktora,  felbonthatatlanoknak  nevezzük,





és  összességüket  F - fel  jelöljük  ( F - csoportok ) ,  Fc -vel  pedig  azokat,





amelyeknek  nincs  valódi  direkt  konstans  ( ciklikus )  tényezõjük.








3. TÉTEL     ( CAT  =  CYCYS  ALAPTÉTELE )





Minden  CYCYSbeli  csoport  egyértelmûen  állítható  elõ  prímhatványrendû  





konstansok  ( ciklusok )  és  F - csoportok  direkt  szorzataként  -  eltekintve
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a  tényezõk  sorrendjétõl  és  prezentációjától.








BIZONYÍTÁS   Az állítás  közvetlenül  belátható  a  PART - nak, az  ABEL -





                         csoportok  alaptételének,  valamint  REMAK  azon  tételének





segítségével,  amely  szerint  tetszõleges  véges  csoport  két  direkt  felbont-





hatatlan  faktorú  direkt  felbontása  izomorf.                            Q . E . D .








4. DEFINÍCIÓ   Azon  CYCYS - csoportok  halmazát,  amelyeknek  létezik





                         olyan  ( mú kú n )  prezentációjuk,  ahol  n = ú kú m   ,





S - sel  jelöljük. (S - csoportok ) . Ha   n = ú kú m  ,  akkor  használni  fogjuk





az  ( mú kú �EMBED Equation.DSMT4���) ,  ( mú kú �EMBED Equation.DSMT4���n ) , ( mú kú (�EMBED Equation.DSMT4���n) s ) , vagy  ( mú kú �EMBED Equation.DSMT4��� s)





jelöléseket   is.  Az  ( mú kú �EMBED Equation.DSMT4���)  az  ún. S - prezentáció. 





A  (9)  példa  (10. o .)   mutatja, hogy  bizonyos S - csoportoknak lehetnek





nem - S - prezentációik  is.  A  PART  (a)  és  (b)  szerint  pontosan  azok





a  csoportok  ilyenek,  amelyek





                                            (s) �EMBED Equation.DSMT4��� ( mú kú�EMBED Equation.DSMT4���n )





alakba  írhatók,  ahol              ( m×n , s )  =  1   .





Ha  ( mú kú n )  �EMBED Equation.DSMT4��� S  ,  akkor   n = ú kú m × s  ,  s  > 1 , és   most  két





fontos  eset  lehetséges :


                                                              


                         (ú kú m , s ) = 1 , de   p (s)  �EMBED Equation.DSMT4���  p (m)  ,                 (11)
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s  így  ( mú kú n )  @ ( mú kú ú kú m )  �EMBED Equation.DSMT4��� (s)  ,  de  az  (s)  konstans  





elõre  nem  vihetõ  be,





vagy                         p (s)  �EMBED Equation.DSMT4���  p (ú kú m)  ,                                    (12)





és  ekkor  az  (s)  konstans  hátulról  nem  emelhetõ  ki.





Amíg  a  (11) -nél  az  ( mú kú n )  direkt  bõvítése  az  ( mú kú ú kú m) -nek,





addig  a  (12)  esetben  az  ( mú kú n )  nem  bõvítése  az  ( mú kú ú kú m) -





nek,  például  a  ( 4ú 3ú 4 )  még  részcsoportként  sem  tartalmaz  





( 4ú 3ú 2 ) @ D 4  csoportot.








5.  DEFINÍCIÓ   Az  ( mú kú�EMBED Equation.DSMT4���n )  csoport  homológjainak  nevezzük  





                          az  ( mú kú (�EMBED Equation.DSMT4���n) s )  csoportokat,  ahol





                          1 < s            és               p (s)  �EMBED Equation.DSMT4���  p (n) .





6. DEFINÍCIÓ     Legyenek  az  m i  ,  i =  1, 2, 3, . . . r  számok  páronként





                           relatív  prímek.  





A  G i  =  ( m i÷ k iú�EMBED Equation.DSMT4���n i )  ,  i =  1, 2, . . . r  csoportok  fúzióján  a





G  =   �EMBED Equation.DSMT4��� G i      =     (�EMBED Equation.DSMT4���m i ú  kú �EMBED Equation.DSMT4���[n 1 , n 2 , . . . n r ]  ) 





csoportot  értjük,  ahol           k   �EMBED Equation.DSMT4���  k i  ( m i ) ,    i = 1, 2, . . . r .                 (13)
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Ez  a  definíció  korrekt,  mert   egyrészt  a  (13) - nak  megfelelõ  k  létezését





biztosítja   a  kínai  maradéktétel,  másrészt  az  is  egyszerû  számelméleti





igazság,  hogy  páronként  relatív  prím  m i  (i = 1, 2, . . . r)  számok  esetén                       





k �EMBED Equation.DSMT4���n i  �EMBED Equation.DSMT4���  1  ( m i )   �EMBED Equation.DSMT4���  k �EMBED Equation.DSMT4���[ n1, n2, . . . n r ]  �EMBED Equation.DSMT4���  1  ( m 1 ×m 2 ×. . . . × m r )  .





( k �EMBED Equation.DSMT4���n i  �EMBED Equation.DSMT4���  1  ( m i )  azt  jelenti,  hogy ú  k i ú m i  =  n i ,  ld.  JELÖLÉSEK ( i ) . )





( Látnivaló, hogy  ha  az  n 1 , n 2 , . . . , n r  számok  is  relatív  prímek,  





akkor  -  és  csak  akkor  -  a  fúzió  átmegy  a  szokásos  direkt  szorzatba. )








Tekintsük  a  fenti    G i  =  ( m i÷ k iú n i )a ib i  csoportok  direkt  szorzatát :





                                          G *  =  �EMBED Equation.DSMT4��� �EMBED Equation.DSMT4��� G i  .





Ha  most                             a = a 1 a 2 . . .  a r  ,





és                                       b = b 1  b 2 . . .  b r  ,      akkor





b a b -1  =  b 1 a 1 b 1-1 b 2 a 2 b 2-1 . . . . b r a r b r-1  =  a 1k1 a 2k2 . . . a rkr  =  a  ,





ahol                                    k  �EMBED Equation.DSMT4���  k i  ( m i )  ,  i = 1, 2, . . . . r   .





Látható  tehát,  hogy    á a , b ñ  =  G  = �EMBED Equation.DSMT4��� G i       £  G*  ,





Sõt  az  is  kiszámítható  ( szintén  a  kínai  maradéktétellel ),  hogy


                                          


                                          G �EMBED Equation.DSMT4���  G*  .                                     (14)
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Mivel  a  6.  definícióban  az  n i -k  ( i = 1, 2, . . . r)  általában  nem  lesznek





páronként  relatív  prímek,  ezért  (13)  helyett  nem  állhat  (10) , vagyis 





a  fúzió  általában  nem  független  a  tényezõk  prezentációjától.





Például





( 7ú 2ú 3 )�EMBED Equation.DSMT4���( 9ú 4ú 3 ) = ( 63ú 58ú 3 ) @ ( 63ú 25ú 3 ) = ( 9ú 7ú 3 )�EMBED Equation.DSMT4���( 7ú 4ú 3 ),





és





( 7ú 4ú 3 )�EMBED Equation.DSMT4���( 9ú 4ú 3 ) = ( 63ú 4ú 3 ) @ ( 63ú 16ú 3 ) = ( 9ú 7ú 3 )�EMBED Equation.DSMT4���( 7ú 2ú 3 ),





ugyanakkor   a  PRET  szerint





           ( 63ú 25ú 3 )  nem  izomorf   ( 63ú 4ú 3 ) - mal.








7. DEFINÍCIÓ   A  G 1  és  G 2  csoportokat  izostruktúrálisaknak  nevezzük,





                          jelben  G 1 ~ G 2  ,  ha  fúziós  felbontásukban  azonos  számú





tényezõ  van,  és  e  tényezõk  csak  a  prezentációjukban  különböznek  





egymástól .  ( Az  izostrukturalitás  nyilván  ekvivalenciareláció .)








A  közelebbi  vizsgálat  azt  mutatja,  hogy  izostruktúrális  csoportok  





részcsoporthálója  ugyanolyan,  az  egymásnak  megfelelõ  hálószemek





vagy  izostruktúrálisak, vagy  izomorfak.  Ezen  felül  az  izostruktúrális





csoportok  automorfizmuscsoportjai  is  izomorfak.





A  ( 63ú 4ú 3 )  és  ( 63ú 25ú 3 )  csoportok  esetében  például  a  hálók





megfelelõ  szemei  -  a  legfelsõ  kivételével  -  izomorfak  egymással.
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A  fúziót  azért  kellett S - prezentációkra  korlátozni, mert  különben





zavaró  többértelmûségek  lépnének  föl. 





Tekintsük  például  a  következõket :      (2004.9.5 e  Eredeti kézirat 21. oldala jön)





( 3ú 2ú 2 )�EMBED Equation.DSMT4���( 7ú 2ú 6 ) , ( 3ú 2ú 6 )�EMBED Equation.DSMT4���( 7ú 2ú 3 ) , ( 3ú 2ú 2 )�EMBED Equation.DSMT4���( 7ú 2ú 3 ) .





Formálisan elvégezve a fúziót, mindhárom esetben a





( 21ú 2ú 6 )  csoportot kapnánk, holott a PART(c) szerint csakis a 





( 21ú 2ú 6 ) = ( 3ú 2ú 2 )�EMBED Equation.DSMT4���( 7ú 2ú 3 ) felbontás lehet helyes.








8. DEFINÍCIÓ:  Az  ( mú kú�EMBED Equation.DSMT4���n )  csoportot magnak nevezzük pont akkor, ha





                            az m egy prím hatványa. A magok halmazát K fogja jelölni.








4. TÉTEL:  (SAT = az S  alaptétele):





Bármely S csoport fölírható (esetleg prímhatványrendû ciklusokkal szorzott) 





magok fúziójaként.





Mivel a fúzió a definícióból következõleg kommutatív és asszociatív, ez a felírás 





A sorrendtõl független, de – miként a fúzió általában – nem független a 





tényezõk prezentációjától.





Bizonyítás: Elegendõ a tételbeli fogalmak definícióira, az ABEL – csoportok 





alaptételére és a PART –ra hivatkozni.  





                                                                            Q. E. D.


(folytatás: CYC3  2004.9.5 e)


