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JELOLESEK
i
N A természetes szamok halmaza.
0 kvaterniécsoport.
Z, az m-nél kisebb nemnegativ egészek additiv csoportja:
{0,1,2,..., m-1}.
R, az m-nél kisebb, az m-hez relativ prim pozitiv egészek
multiplikativ csoportja.
P a primszamok halmaza.
P, a paratlan primek halmaza.
PR olyan szdmok halmaza, amelyekhez 1étezik primitiv gyok.
D, a 2m-edrendi diédercsoport.
S az m-edfoku szimmetrikus csoport.
IGl a G csoport rendje.
lgl a ge G elem rendje.
Ikl k rendje mod m, azaz a k rendje R,,-ben.
G* a G csoportnak az egységelemtdl kiillonb6zo elemeinek
halmaza.
(s) s-edrendt ciklikus csoport, illetdleg: modul6 s .
(8)c ¢ generatoru s-edrendii ciklikus csoport.
(m,n) az m €s n szamok Inko-ja (legnagyobb kozos 0szto).
[m,n] az m és n szamok lkkt-je (legkisebb kdzds tobbszoros).
max (my, ..., m;) azmy, ..., m, egészek legnagyobbika.
EU(m) az EULER-féle fiiggvény: EU(m) = IR,
T(m) az m primosztoinak halmaza.
pr(m) az m-hez tartoz6 primitiv gyokok halmaza.
k "= 1(m) " k pont az n-ediken" : azt jelenti, hogy Ikl = n.
alb a osztdja b — nek.
ath a nem osztdja b — nek.
alb alb és a<b.
a—b leképezés a-rol b-re.
plib p%lb, de p*'t1b.
a=b a kommutal b-vel.
I'(G) a G csoport generatorainak egy halmaza.
Ar) a I'(G) generatorok kozotti definiald relaciok halmaza.
G =(I'(G) | Ar@) ) a G megaddsa a I'(G) generatorokkal és a Arg, relaciokkal.
Hom (G,H) a G csoportot a H-ba leképez6 homomorfizmusok halmaza.
Hom (n,H) az (n) ciklust a H-ba leképez6 homomorfizmusok halmaza.
Aut G a G teljes automorfizmuscsoportja.
Inn G a G belsd automorfizmusainak halmaza.
Hol G a G holomorfja.

d(G) a G kommutdtora.



&(G)
C.(G)
Cn (G)

P (G)
N(€)
P, (G)
(m |k ln)

(mlkln)ab
(mlkl n)
(mlrkl|n)

(mlrkIn)y

[klo]
CYCYS
ABEL
NIL
SOL
DIV

TODIV

MAXPIND

CYCEX
MAX (G)
MGR (G)
PRET
PART
CAT
SAT
G,®G,

010,

x-automorfizmus
c-automorfizmus

GIEGZ
G,~G,
H char G

i

a G centruma.

a G elsOcentruma és
hatsécentruma (1d. 21. old..)
a G Frattini-részcsoportja.
lasd a 23. oldalt..
lasd a 23. oldalt..

lasd a 2. oldalt..

lasd a 2. oldalt..
lasd a 10. oldalt..
lasd a 84. oldalt..

lasd a 84. oldalt..

lasd az 5. oldalt..
1. oldal..
a kommutativ csoportok osztilya
a nilpotens csoportok osztdlya
a feloldhat6 csoportok osztlya
az oszthat6 csoportok osztilya: legyen |IGl=n, és n;In. Akkor
dH<G:IHl=n,.
a totdlisan oszthat6 csoportok osztalya: Ge TODIV ha
vV H<G : HeDIV.
azon csoportok osztdlya, amelyekben minden maximalis
részcsoport prim index.
85. oldal.
a G csoport maximalis részcsoportjainak halmaza.
a G csoport minimdlis generdtorrendszereinek halmaza.
3. oldal.
7. oldal.
9. oldal.
14. oldal.
11. oldal.
37. oldal.
35. oldal.
37. oldal.
G, 1zomorf G,-vel.
G izostruktiralis G,-vel (lasd a 13. oldalt)..
H karakterisztikus G-ben.
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47. oldal.

37. oldal.
43. oldal.
9. oldal.
9. oldal.
14. oldal.

59. oldal.
54. oldal.
25. oldal.

25. oldal.
43. oldal.
31. oldal.
10. oldal.
51. oldal.
35. oldal.
21. oldal.

(p)* (P)x(P)x...x (p)

N NeNBIGINEKUIRDH

a-tényezo
w; (G) 83. oldal.
w (G) 83. oldal.
H/~ a H halmazon a ~ ekvivalenciarelacio altal 1étesitett
osztalyozas osztdlyainak halmaza (a H-nak a ~ szerinti
faktorhalmaza).



. RESZ A VIZSGALT OBJEKTUM.
ALAPTULAJDONSAGOK ES ALAPTETELEK.

1. DEFINICIO  Azoknak a nemizomorf csoportoknak a halmazat, amelyek

megkaphatOk valamely véges ciklusnak egy véges ciklussal
val6 nemabeli szétesd bovitéseként (szemidirekt szorzataként), CYCY S-nek
nevezziik. (CYcle — CYcle — Semidirection)

Legyen A=(I"(A) | Arw)) és B=(I"(B) | Arg,) két csoport.
Az A-nak a B-vel val6 azon szétesO bovitése, amelyet a

0 € Hom (B, Aut A)
kisér, igy prezentalhato:
G =(I'(A)UT" (B) | ArayU Ar@) U Aras) )-
ahol
Arap={bab' =@, (a),ac A,be B, ¢,=0(b)}.
Ha G € CYCYS, akkor
A={(ala"=1),
B=(blb"'=1),
Hom (B, Aut A) =Hom (n, R,,),
és a kiséré homomorfizmus

0:b @,

ahol
Px:ab> ak,ke R,



€s Arap) az egyetlen
bab' = a* (1)
relaciobél all. Igy a G € CYCYS prezentécidja:
G=(abla™=b"=1,bab' =a"). 2)

Az (1) relaciobol
b"ab™" = akn —lal=a=a

azaz
K= 1 (m) (3)

mas szoval Ikl,, | n kovetkezik.
A (2) csoport pont akkor lesz nemabeli, ha
k>1 4)

azaz

ke R

2. DEFINICIO A (2) prezentacidra a (3) €s a (4) teljesiilése esetén a

G=mikin)

szimbolumot vezetjiik be, amelybdl - ha félreértéstol nem kell tartani - a
generatorok feltiintetése el is maradhat.

A CYCYS és az {(m | k | n)} halmaz kozott nincs bijekcid, hiszen (1)-bol
kovetkezik, hogy

t

Yte R, blab'=aX ,

s igy (ab)=(a,b'),



azaz
(m1kIn). = (mikiln)y,? (5)

1. TETEL (PRET = PREZENTACIOTETEL)

Az (m |k In)és (ml1ln) altal szimbolizalt CYCY S-csoportok pont akkor
izomorfok, ha k €s 1 ugyanazt a részcsoportot generalja R,,-ben:
(mlkIn)=(mllln) & (k)=(1) <R,.

Bizonyitas: Az (5) miatt elegendd a = implikéciét igazolni.
Vildgos, hogy barmely ¢ izomorfizmusnal a

G=mlkin),

¢ (G) képét egy

¢ ((a))=1(c), 9 ((b))=(d)

cikluspér fogja generdlni.

114 d
Legyen példaul ¢0(G)=(mllln). |,
és ¢(a)=c’, Y€ R,

o(b)=d®, e R,.
Akkor egyrészt e(bab') =@ (a") =d°c"d®’=c"" (V)

masrészt a (6) prezentacid szerint

ded! = cl,
amibél A3 cvd®=¢c??l 8)
A (7) és (8) -bol cVk=cvr adodik,

majd Y€ R,, miatt k =1° (m)), végiil



d€ R, miatt (k) =(1) <R, kovetkezik.

Q.E.D.

Vezessiink be a Hom ( n, R,,) halmazon egy <> relaciot:

Ha (n) = (b), akkor

V ©,,0,c Hom(n,R,): 0, <0, o ©,((b))=0,((b)).

Konnyt latni, hogy <> ekvivalenciarelacio, és hogy igaz az alébbi :
Az (m) -nek az (n) -nel valé 6sszes nem izomorf szétesd bovitései
bijektiven megfelelnek a Hom (n,R, )/ < elemeinek,
vagyisa Hom (n, R, ) halmazon a <> relacié altal létesitett

osztalyozas osztilyainak.

A (3) és (4) -et kielégitd 0sszes m,k,n € N szdmhdrmasok
{(mlkln)} halmazdnak két tetszdleges eleme élljon a = relaciéban
egymadssal pont akkor, ha az éltaluk reprezentdlt CYCYS -csoportok
izomorfok. Ekkor vildgos, hogy a CYCYS ésaz { (m [k | n)}/=

kozott bijekeid 1étesithetd.

A kovetkezo lemmdban néhdny igen alapveto, kozvetleniil az (1) segitségével
igazolhat6 0Osszefiiggéseket sorolunk fol, amelyeket a tovdbbiakban

lépten-nyomon folhasznalunk.
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1. LEMMA Legyen G:(m|k|n)ab.

(1) (ay< G, (a)yN(b)=1, G/{a)=<(b) .
(1) VegeG 3 aeZ, 3IPeZ,: g=abl.
(1) |Gl=m-n.

(IV) Voa,owe 4, VBi,PeZ,:
(aocl .bBl).(aaz .sz) — ao‘1+0‘2'kﬁl .bBﬁBz

(V) Voelz, VBeZ, VyeN:
(a“.bB)Y:aOC-[kﬂW],bB'Y

‘v’s|m, Vt|n:
(VI) (a',b') <G o kK =1(s),
(VII) (a",b') e ABEL o k'=1(").
S
Q.E.D.

Az (V) -ben szerepld [ | 1 szimb6lum az egész targyalds sordn
kozponti jelentdségli, ezért egy lemmaban 6sszefoglaljuk legfontosabb

tulajdonsdgait. A bizonyitas kozvetlen szdmolassal lehetséges.

2. LEMMA Legyen k, o, B,Bi,B, =20 és

[k la] = 1+k+K+K+..... + k%



Akkor

(a) k#1 esetén [k|oc]:liC ,

® [0]la]=1,

) [klo]=0,

@ [1la]l=a,

@ [kl11=1,

O [kla+pl=T[kla]l+k*[klB],

(g) Ha o>, akkor [k |a]-[k|pl=k"[kla-B],

(h) [kla-Bl=I[klal [k“|B],
Ha k"=1 (m) , akkor

() [kloa-n+B]=o-[kln]+[klB] m),

(G) ha még PB.= P, (n) is, akkor

[kB1|oc] = [kB2|oc] (m) . Q.E.D.

Az (my |k1 |n1) = (my |k2 |n2) relacié fenndllasdnak feltételeit vizsgalva
a PRET csak az m; = m, esetben igazitel. Meglep0 mdodon ez a
relacié akkor is fonndllhat, ha m; # m;, (s ekkor persze n; # n; is).
Némi szdmoldssal pl. megmutathat6, hogy

(413130) = (1217110) = (20l11]l6) = (60/3112) 9)
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2. TETEL  (PART = PARTICIOTETEL)

(@) (s)¢ X (m|k|n)abz (m-s|l|n)db akkor és csak akkor, ha
(m,s) =1, l=1(@6), (k)={(l) < R,

Ezt a miiveletet ugy nevezziik hogy (konstanssal) szorzas el6lrdl,

illetve (konstans) kiemelés(e) eldlrol.

(b) (m|k|n)ab><(s)c = (m|k|n-s)ad

pontosan akkor, ha (n,s) =1 .

E miiveletre ugy hivatkozunk, mint (konstanssal val6) szorzdsra hatulrdl,

illetve (konstans) kiemelés(é)re hatulrol .

(©) (m1|k1|n1)alb1 X (m2|k2|nz)azb2 = (ml-m2|k|n1‘n2)ab
akkor és csak akkor, ha
(m;,my) = (;,ny) =1,
és (k) =(kij) £<Rm; , i=1,2. (10)

Bizonyitds  (a) Tekinthetd az az eset, amikor k = 1 (m) .

Ekkor az a — ds, b—>b,c—d" leképezésrol konnyen lathato, hogy
izomorfizmus .

S n
(b) a—>a,b—>d ,c—>d . 99.7.26 du++ folytatds CYC_2

Megjegyzés 2004.9.5 : az 1 (egy) és az 1 (el) nagyon kinnyen dsszetéveszthetd, de aki
odafigyel az meg tudja kiillonboztetni, vagy a szovegosszefiiggésbol vagy logikailag, ti. pl k
= 1 (m) esetén csak el lehet az 1, mert ak = 1 (m) esetet (k kongruens egy) eleve kizdrtuk a
vizsgélatbol!



9

99.7.26 CYCYS folytatasa eredeti kézirat 12. oldalatol.

(c) El6szor vegyiik azt az esetet, amikor k = k; (mj), 1=1,2.

my mj ny n
Ekkor az a; — a ,ap —>a ,by—>b , bp > Db

egy jO leképezés .
A (10) azt jelenti, hogy a jelzett direkt szorzat fliggetlen a tényezOk
prezenticidjatdl. Ennek indokldsa a kovetkezOképpen torténhet.

Idézziik {6l az aldbbi szdmelméleti tételt:

(SZT) Az x = a; (n;) kongruenciarendszernek pontosan akkor
van megoldasa, ha minden 1,j parra, ahol 1 <i1<j<r,
teljesiil, hogy (nj,nj) | (aj-aj),
és barmely két megoldds kongruens modulo [n;,n,, ....... n,J.

(Ha az n; szamok (1=1,2,...r) paronként relativ primek, akkor ez

nem mas, mint a kinai maradéktétel. )
Az (ml-m2|k|n1-n2) csoportot generdlhatjuk igy: a = a;-a,, b=b'b,.

. v .l bi T . i
Térjiink most at az (m1‘k1|n1)ai ' -16l az (m1|k1 1|n1)aib’

csoportokra, ahol t € Rn;, i=1,2.

Akkor a (bybs) = b, b,  =b, " -b,"? reldciébdl folys

XEti (ni), i=1,2
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kongruenciarendszer (n;,n,) =1 miatt mindig megoldhatd, tehidt van olyan

X € Rnl.nz , hOgy

(m1 |k1t1|n1 )al b (1112|1<2t2|n2)az[72r"2 = (mi-m2 |k | nl-n2), 2
Mindez a (10) -et bizonyitja . Q.E.D.

A (c) -ben szerepl0 direkt szorzds értelemszeriien akdarhdny - véges
szamu - tényezore is kiterjesztheto .
A PART segitségével most mar megérthetd a (9) példa:
mind a négy csoport izomorf a
(3) x (4) x (4]312)

csoporttal.

3. DEFINICIO Azon CYCYS - csoportokat, amelyeknek nincs trividlistél

kiilonbozo direkt faktora, felbonthatatlanoknak nevezziik,
és Osszességiiket 7 —fel jeloljik (7 - csoportok ), Zc -vel pedig azokat,

amelyeknek nincs valddi direkt konstans ( ciklikus ) tényezdjiik.

3. TETEL (CAT = CYCYS ALAPTETELE )
Minden CYCYSbeli csoport egyértelmiien éllithaté eld primhatvanyrendii

konstansok ( ciklusok ) és 7 - csoportok direkt szorzataként - eltekintve
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a tényezOk sorrendjétol és prezentacidjatol.

BIZONYITAS Az illitdas kozvetleniil beldthaté a PART - nak, az ABEL -

csoportok alaptételének, valamint REMAK azon tételének
segitségével, amely szerint tetszdleges véges csoport két direkt felbont-

hatatlan faktori direkt felbontdsa izomorf. Q.E.D.

4. DEFINICIO Azon CYCYS - csoportok halmazit, amelyeknek létezik

olyan (mlkln) prezenticiojuk, ahol n = k| .
S - sel jeloljik. (6 - csoportok ) . Ha n = |k |, akkor haszndlni fogjuk

az (m|k|f1), (m|k|-n),(m|k|(-n)s),vagy (m|k|r'1 S)

jeloléseket is. Az (m|k|n) az un. $ - prezenticio.
A (9) példa (10.0.) mutatja, hogy bizonyos § - csoportoknak lehetnek
nem - § - prezentacioik is. A PART (a) és (b) szerint pontosan azok

a csoportok ilyenek, amelyek
(s) X (ml|k|-n)
alakba irhaték, ahol (mn,s) =1

Ha (m|k|n) ¢ 8 , akkor n= |k|m-s , s >1,és most két
fontos eset lehetséges :

(lklp,s)=1,de T(s) < =(m) , (1)
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s igy (m|k|n) E(m|k| |k|m) X (s) , de az (s) konstans

elore nem vihetd be,

vagy n(s) < n(lklm . (12)

és ekkor az (s) konstans hatulr6l nem emelhetd ki.

Amig a (11)-nél az (m|k|n) direkt bovitése az (m|k| |k|m) -nek,
addig a (12) esetben az (m|k|n) nem bovitése az (m|k| |k|m)-
nek, példaul a (4 1314) még részcsoportként sem tartalmaz

(41312)=D, csoportot.

5. DEFINICIO Az (mlk|-n) csoport homologjainak nevezziik

az (m|k|(-n) s ) csoportokat, ahol
1<s és n(s) < ®w(n).

6. DEFINICIO Legyenek az m; , i= 1,2,3,...r szdmok pdronként

relativ primek.

A G; = (mi|ki|-ni) ,1=1,2,...r csoportok fazidjan a
G= ®1G1 = (Hmi|k|.[nl,n2,°'°nr])
i= =1

csoportot értjiik, ahol k = k; (m;), 1i=1,2,...r. (13)
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Ez a definici6 korrekt, mert egyrészt a (13) - nak megfeleld k létezését
biztositja a kinai maradéktétel, masrészt az is egyszerii szamelméleti

igazsdg, hogy paronként relativ prim m; (i=1,2,...r) szdmok esetén

KMs 1 (my) = ke my)

(k"""'= 1 (m;) azt jelenti, hogy | ki i = n;, 1d. JELOLESEK (i).)

( Latnival6, hogy ha az n;,n,,...,n, szdmok is relativ primek,

akkor - és csak akkor - a flizi6 atmegy a szokdsos direkt szorzatba. )

Tekintsiik a fenti G; = (mi|ki |ni)ai ' csoportok direkt szorzatat :

-
"= Xag,.
i=1
Ha most a=a;a,... a,,
és b=b; b,... b, , akkor
bab'l:blalbl'lbzazbz'l....brarbr'l:alklazkz...arkrza,
ahol k =%k;(m;),i=1,2,....r .

. k
Lithat6 tehdt, hogy (a,b)=G =& G, <G |,
i=1
SOt az is kiszdmithaté ( szintén a kinai maradéktétellel ), hogy

&

G« G . (14)
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Mivel a 6. definiciéban az n;-k (i1=1,2,...r) altalaban nem lesznek
paronként relativ primek, ezért (13) helyett nem é&llhat (10), vagyis

a fuzio 4ltaldban nem filiggetlen a tényezOk prezentdcidjatol.

Példaul
(71213)®(91413)=(6315813)=(63125|3)=(91713)®(7413),
és
(71413)®(91413)=(631413)=(63]1613)=(9|713)®(7]2[3),
ugyanakkor a PRET szerint

(63125]3) nem izomorf (63/4|3)- mal.

7. DEFINICIO A G, és G, csoportokat izostruktaralisaknak nevezziik,

jelben G| ~ G, , ha fiziés felbontidsukban azonos szdmu
tényezd van, és e tényezOk csak a prezenticidjukban kiillonboznek

egymastol . ( Az izostrukturalitds nyilvan ekvivalenciarelaci6 .)

A kozelebbi vizsgélat azt mutatja, hogy izostruktirdlis csoportok
részcsoporthédldja ugyanolyan, az egymdasnak megfelelo haloszemek
vagy izostruktdrélisak, vagy izomorfak. Ezen feliill az izostrukturélis
csoportok automorfizmuscsoportjai is izomorfak.

A (631413) és (6312513) csoportok esetében példdul a halék

megfeleld szemei - a legfels6 kivételével - izomorfak egymadssal.
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A fuziot azért kellett (§ - prezentaciokra korlatozni, mert kiilonben

zavard tobbértelmiségek 1épnének fol.

Tekintsiik példdul a kovetkezOket: — (2004.9.5¢ Eredeti kézirat 21. oldala jin)

(31212y@(712l6). (31216)®(71213), (31212)®(7]213).
Formalisan elvégezve a fizi6t, mindhdrom esetben a
(211216) csoportot kapnank, holott a PART(c) szerint csakis a

(211216)=(31212)®(71213) felbontds lehet helyes.

8. DEFINICIO: Az (mlk/|-n) csoportot magnak nevezziik pont akkor, ha

az m egy prim hatvanya. A magok halmazat ¥, fogja jelolni.

4. TETEL: (SAT = az S alaptétele):

Barmely & csoport folirhato (esetleg primhatvanyrendi ciklusokkal szorzott)
magok fuzidjaként.

Mivel a fizi6 a definiciébdl kovetkezdleg kommutativ és asszociativ, ez a felirds
A sorrendtdl fiiggetlen, de — miként a fuzi6 altaldban — nem fiiggetlen a
tényezOk prezentacidjatol.

Bizonyitds: Elegendd a tételbeli fogalmak definicidira, az ABEL — csoportok
alaptételére és a PART —ra hivatkozni.

Q.E.D.
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Kiilonos sajatossagai a fuzionak az alabbiak:
(C) HaG=G® G,8ésH;<G; ,1=1,2, akkor
H, ® H, altalaban nem része G-nek.
Példaul (51314)®(71316)=(35[3]12),
Ds<(51314),D;<(71316),de
Ds® D, =Dss £(35]3[12).
(D) Diédercsoportok fuzidja — mar ha egyaltalan elvégezhetd — ismét
diédercsoport.
E sajatsagok a direkt szorzatéival éppen ellentétesek, hiszen ha (a) — ban
® helyett x dllna, akkor H, X H, igenis része volna G| X G, —nek .
Masrészt diédercsoportok direkt szorzata sem nem diédercsoport,

sem nem CYCYS — beli.

3. LEMMA lLegyen (mlk| n)ab = G. Akkor

(©) Ge SOoL,
(D) Ge DIV.

Bizonyitds: Az (1) —re tobbféle igazolas kinélkozik.
A legkézenfekvObb arra hivatkozni, hogy a
G (a)>1
egy olyan norméllanc, melynek faktorai abeliek.

A legbonyolultabb viszont az (i1) = (i) , azaz a

DIV c SOL
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tartalmazds igazoldsa, amelyhez a HALL — tételre van sziikség.

Az (i1) — hez elég belatni, hogy ha s|Imés t|n, akkor

<as,bt>SG . Q.E.D.

4. LEMMA

(C) Minden G € CYCYS elddll egy alkalmas § csoport részeként.
(D) Minden G € CYCYS része valamely ciklus holomorfjanak.
Bizonyitds: (a) Ha G € & , akkor nincs mit bizonyitant,
ezért tegyiik fol, hogy G=(m|k|n-s),éss> 1.
A DIRICHLET - tétel szerint taldlhat6 olyan p prim, amelyre teljesiil, hogy
p > m, és ns | p—1
Tekintsiik az
(mlk[n) ®(plk,|-(ns)=(mpll].(ns)?

fazist!  Vildgos, hogy <ap,b> =G.

(b) Az (a) miatt elegendd & — csoportokra szoritkozni.
Nyilvanvalo, hogy

(m|k[n) <Hol (m) = (m)- R, , (15) ,

hiszen <k> <R,.

( Késébb meg fogjuk mutatni, hogy (15) —ben pontosan akkor van egyenldség,

ha(m|k|n) speciélis tulajdonségu, 1d. 84 — 89 oldal. ) Q.E.D.



18

II. RESZ. REPREZENTACIOK

(A) Alegegyszeribba Z,, x Z, —ben val6 dbrazolas.

A szorzési szabdly:

vo,,o,€ Zy,, VB,.B,e Z,:

(04,01,)- (BysB,) = (04 + 0ty kB, +,).
Konnyen kiszdmolhatd, hogy az
a=(1,0) , b=(0,1)
generdtorokkal valéban az ( m |k In )2 csoportot kapjuk.
(C) Egyszerl szdmolds mutatja, hogy az alabbi, modulo m vett

matrixokkal val6 reprezentaci6 az ( m k| f )2 csoportokra megfelel:

a:(l o]’ bz(l oj.
11 0 k

(D) Permutéiciokkal val6 reprezent4ciok.
I.LEMMA: A G=(mlkl|n )2 csoportnak 1étezik izomorf képe
az S, —ben.
Bizonyitds: Két altalanos csoportelméleti tételre timaszkodunk:
(i) HaN < Gés NNd(G)=1,akkor N < {(G) .
(i1)) Ha a véges G csoportban létezik egy olyan k index{i H részcsoport,

amelynek 0sszes G — beli konjugdltja csak trividlisan metszddik,
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akkor G izomorf mddon leképezheté Sy —ba.

Mirmost jeldlje B a <b> osszes konjugdltjat G — ben . Nyilvan B < G, de
BNA(G)=1, hiszen mar (b)Nd(G)=1. (Azt, hogy d(G)<(a) , ldsd a IIL.
részben. ) Akkor viszont (i) miatt B < {(G) . Mivel G € 8 , ezért

§(G) <(a) (Id.IIL rész), s igy BNA(G)=1. Mindebbdl B = 1 kivetkezik,
s mivel <b> indexe G — ben m, az (i1) — vel kapjuk az allitast. Q. E. D.

A permutaciokkal val6 reprezentaciok bemutatdsa eldtt allapodjunk meg a
permutaciok szorzasi szabdlyaban. Hassanak az A, B, ...Z permutaciok az
jegyhalmazon, és legyeni € Q. Akkor
AB..Z1H)=A(B(.....(Z@Q1)...).
Szoritkozzunk egyenldre az § — csoportokra, és a jegyhalmaz legyen a
Z, ={0,1,2,3, ..m-1}.
Az (mlk|n )2 egy j6 reprezentici6jat kapjuk az S, — ben a kdvetkezSképpen:
az aés ab hatdsa legyen az alabbi:
Vie Z,: a(i)=i+ 1 modm,

b (i) =k1 mod m.
Az rogton vildgos, hogy az a egy m hosszusagu ciklus, azaz

la |=m.
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A b —nél kicsit mas a helyzet, mert a b dltaldban diszjunkt ciklusok szorzataként
adodik. Kérdés, hogy milyen hosszuak ezek a ciklusok?
Legyeni € Z,, , és tegyiik fel, hogy
b () =i,
azaz k*G) =1 (m).
Ebbdl kovetkezik, hogy hai € R,, akkor x =n, és hai | m, akkor x In.
(Az az eset, midoOn 1 + m, de (i, m) > 1, visszavezetheto az i | m esetre.)
Ez egyszerlien azért van igy, mert altalaban | k|w | [klm ha m’[m.
Mas szoval: m’ |m = R, <R, .

Legyen ugyanis m= pf‘l -pgz -pg‘3 ...pyT , ahol a p; —k paronként kiilonboz

primek (i=1, 2, ...r), és legyen m'=p1l -pgz -p?%.p?r, OSBi <o (i=1,2,.1)
Akkor trividlis, hogy
Ry, =R p"XR p"x...XR p" < R p"XR p“x...xR p* = R, .
Tehat b olyan diszjunkt ciklusok szorzata lesz, amelyeknek hossza osztja az n —t,
és feltétleniil lesz kozottiik n hosszisagu is. Ezért
b [=n.

A ba=a"b relici6 ellenérzése is nagyon konnyfi:
Vie Z,: ba(i)=b (i+1) =k-(i+1) = ki +Kk,

a*b @)= a* (ki) =ki+k,

ami teljessé teszi annak igazoldsat, hogy valéban j6 S, — beli reprezentaciot
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kaptunk.
Egy gazdasdgosabb reprezentaciora is van lehetdség, amely a flizion alapul.
Ezt egy konkrét példan keresztiil érthetjiik meg a legjobban.

Legyen az dbrazolandé csoport a

(31212)®(41312)®(5[3[4)=(60(23]4).

Készitsiik el a fuzids tényezok reprezentacioit az elobb ismertetett modon:

(31212)0: a;=(012),b,=(12),

(41312)2: a,=(0123),b,=(13),

(51314)0: a3=(01234) b= (1342).

Koédoljuk 4t az a, és a; —at ugy, hogy egymdssal és az a | —gyel is diszjunktak

legyenek: a,=(3456),a5=(7891011),

¢s megfeleléen b,=(46),b;=(810119).

Most legyena=a;a,az;=(012)(3456)(789 10 11),
b=b;b,b;=(12)(46)(8 10119),

€és egyszerll szamoldssal igazolhatd, hogy valéban a ( 60 123 |4 )2 csoportot

kaptuk, mégpedig S¢o helyett az S3,4,5 =S, —ben .

Ez a mddszer teljes dltaldnossdgban alkalmazhatd, €s az az eredménye, hogy

ha m = m;- my- m3-... ‘m,, ahol az m;—k paronként relativ primek, akkor az

(m k| n ) csoportot az S m, +m, +...+m_ Szimmetrikus csoportban sikeriil
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abrazolni az S m,-m,-..m, = S helyett.

Marpedig m+ my+ mz+... +m; < m;- mp- ms-...-m; ,

¢s itt egyenldség csakis akkor van, ha az m — nek csak egyetlen primtényezdje
van. Eredményiink tehat ez:

2. LEMMA: Legyenek az m;, m,, ms,... ,m, szdmok paronként relativ primek.
Akkor az (m;- my- my-... -m; |k | n ) csoportnak létezik az

Sm, +m, +...+m_szimmetrikus csoportban izomorf képe. Q.E.D.

Az & —en kiviili csoportok reprezentacidja most mar konnyti:

Haaz (mlk|n 5) | s > 1 csoportot akarjuk 4brazolni, akkor
a=012....m-1),
b* = b-(B; B2 B3 --.. Pus)
aholba(mlk|n )2 csoporthoz a szokdsos médon megszerkesztett permutacié
ésa(B; B2 Ps.... Pus) diszjunkt a —val és b —vel is.
A (60]2318)" esetében példaul

b* = (12)(46)(8 1011 9)(1213 14151617 18 19) .

— ]

b
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I1I. RESZ. NEVEZETES RESZCSOPORTOK.

p — CSOPORTOK. NILPOTENCIA

(C) Kommutéator, Centrum, Frattini — részcsoport.
LegyenG:(m|k|n)E :
LLEMMA: 9(G) = (a")= <a<m’k—1>> .

Bizonyitds: Az 1. rész (1) — bdl azonnal kovetkezik. Q. E. D.

1. DEFINICIO: A G -t => - csoportnak nevezziik pont akkor, ha

(m,k—1)=1.
Ekkor nyilvdn o(G) = (a) és G/ d(G) = <b> .
COXETER Z — metaciklikusnak nevez egy csoportot, ha mind a kommutétora,
Mind a kommutétor szerinti faktorcsoportja ciklikus.

ZASSENHAUS bebizonyitotta, hogy minden véges Z — metaciklikus csoport

eloallithat6 2> — csoportként.

2. LEMMA: {(G) = (. (G) x &, (G), ahol

. (G) = <a(m’k‘”> az un. els6 centrum,

{n(G) = <b5> az n, héts6 centrum, és B kielégiti a k? = 1 reldciét.

Bizonyités: kozvetlen szamoléssal. Q.E.D.

3.LEMMA: {G)=1 & GE> N S -

Bizonyitds: Az éllitds az 1. és 2. lemma kovetkezménye. Q. E. D.
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Az 1. és 2. lemmakbdl kiolvashato, hogy

2 < |9(G)| € m,
1 < 1¢.G)] s%, és

19G)| =2 < |Ce(G)|=%,
190G) | =m & .G =1.

Ezek az 6sszefiiggések jol mutatjdk a kommutator (d(G)) és az els6 centrum

(€. (G)) kozotti sajatos , komplementaritast”.

4. LEMMA: HaG;e 2> N $.,1=1,2,...r,akkor

@Giez nNne.

Bizonyitds: Egyszerli szamelméleti megfontoldasokkal az § , > ésa ®
definicidja alapjan. Q.E.D.

5. LEMMA:

(i) Ha m péros, akkor |{.(G)| = 2.

(i1)) Ha m péros és n paratlan, akkor G — nek van egy olyan centrélis faktora,
amelynek rendje a 2 valamely pozitiv hatvanya.

(i) 2™ € €. (G).

Bizonyitds: (1) Az m parossdga miatt k — nak paratlannak kell lennie, &m ekkor

k — 1 ismét paros, ezért | (. (G)|=(m, k-1) > 2.
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(ii)) Legyenm=2%m;,o =1, m;>1,és (2, m;) =1 .Han pdratlan, akkor
Ikl 1s az, ezért k csakis Rm —beli lehet, vagyis k=1 (2 *y.

De akkor a PRET (a) szerinta (2%) ciklus kiemelheté G — bél.

(iii) ba[k|n] =ak~[k|n] b= a(k—1+1)~[k|n] b =a(k—1)~[k|n]a[k|n]b _ a[kln]b

b

hiszen (k — 1)-[k |n]=k"=1 =0 (m). Q.E.D.

2. DEFINICIO: A G els6 — illetve hétsé Frattini — részcsoportjdn a

®, (G) =D (G) N(a) , illetve a
@, (G) =P (G) N(b)
csoportot értjiik.

Tekintsiik a G egy tetszOleges a®bP elemét.

Ha o € R,,, akkor <a°°bﬁ,b>e MGR (G),
Ha pedig B € R,, akkor <a,a°‘bB>E MGR (G) .

Ezekben az esetekben tehat a®bPe @ (G) .
Tegyiik f6l, hogy a & R, és B & R,.
Ha p € t(m), és p t o , akkor

a*bP ¢ (aP,bje MAX (G),

ezért <ap,b,a“bﬁ>e MGR (G) .

Hasonléan, ha q € (n), és q + B, akkor
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a®bP ¢ <a,bq>e MAX (G),
s fgy <a,bq,a“bﬁ>e MGR (G) .

Kaptuk, hogy az a®bP elem egyik esetben sem tartozhat ® (G) — hez.

Ezek szerint ® (G) < <apl.p2._..-pr ,bql'q2'~--'QS> ,

ahol {pi, p2,pP3,.--.Pr} =T (M),
{ql’ q23q3"'--,qs}=n(n)-
Mivel <a><1G , ezért

® (a) = <aP1'P2'""Pr> < ®(G),

amibol méris kovetkezik, hogy

® (G) = <apl~p2....-Pr’b'Y> ,
(%)
ahol Vqem(n):q ly.

A kovetkezoket lattuk be:
6. LEMMA: (1) @ (G)=d.(G) P, (G),
(i) P (G)=D(a). Q.E.D.
Altaldban @, (G) # @ (b). HapéldaulG=(p |k |-(p—1)),p € Py, akkor
Konnyen kiszdmolhat6, hogy @, (G) = 1. Biztosan nagyobb lesz azonban a

D, (G) 1 —nél, ha G egy s — csoport homoldgja.
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7.LEMMA: Legyen G=(m |k |ns)® . ahol

ns)cn(m)={q;,q,g3..-q¢ } , s> 1.

Akkor <b“> <P(G).

Bizonyitds: Mivel <b“> aG és <b“> <P(b)= <bql‘“q‘ > alkalmazhatjuk azt
Az altalanos csoportelméleti tételt, miszerint ha A <G és N <P(A), akkor
N<P(G) , mégpedig az N =<b“> , A :<b> szereposztassal. Q. E. D.

8. LEMMA:

(i) §(®Gi)=)r(§(Gi) ,ahol&a d , ¢, , ®, valamelyike;
i=1 i=I

(ii) @(@Gi) < (I)()i(lGi) =>i<1d>Gi) .

Bizonyitds: Az (i) kozvetlen szdmoldassal belathat6 a definicidk alapjan,

az (11) pedig az L. rész (14) (19. 0.) kovetkezménye. Q. E. D.

(D) p-CSOPORTOK. NILPOTENCIA.

3. DEFINICIO: A CYCYS-beli p — csoportok ( p € P ) halmazat .

a nilpotensekét (A fogja jelolni.
9. LEMMA: A 3 N ¥ elemei az alabbiak:

pe Py: (p* Ip®P+11p°), a2, a>p=>1 (1a)
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p=2: (2% 2P 4+1 [2P), a=3, a—-1>P>1 (1b)
(2% [2%F_1 2Py, >3, a—-1>B=>1 (1¢)
(2% 291 [2)y=D2», a>2. (1d)

Bizonyitds: A kovetkezd szamitdsokban foleg az I. rész 2. lemmabeliekre
tamaszkodtunk:
(1a) Az igazoland6, hogy | p®P +1Ip¢ =p® . Ehelyett
a kovetkezot latjuk be:
| s:p* P +11p* =p® , ahol (s,p) = 1.
Legyen 0<y<[ , akkor

By
(S.pO‘_[3 +1)p _lzs.pa_ﬁ.[ s.p(x_B +1 | pB"Y] —

pB_Y_l

=s-p* P [sp*P+1]p] [ (s'po‘_ﬁ+1)p [ pl-... (S'Pa_ﬁ"‘l) Ipl.

Elemi médon kiszdmolhatd, hogy

o
p I [(sp®P+1)" |pl, 0<8<B-y-1,

By
és igy (s-p“‘B+1)p ~1=A-s-p*77, p+A,

ami pontosan akkor kongruens 0-val modulo p*, hay=0.
(1b) p =2 —vel pontosan ugyanaz a szamitds menete, mint (1a) —ndl.
(1c) Most is azt igazoljuk, hogy

152°P 4112+ =2P | ahol (2,8) = 1.
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Legyenismét 0<y<f .

By
(s-22P—1)"  —1=s.20P.[5.20B -2 [ 2P =

= (S.za—ﬁ_z).[ §-20B 1| 2F-7] =

= (52982 [ 5 29P 1 |21 (2P -1 [20.f (s28 1) 2.

= (520 1) s 208 (.20 1) | 2 (s 2P0 2]

Konnyi kiszdmolni, hogy

)
2 1l [(s-2°°—5—1)2 2], 1<8<B-vy-1,

By

ezért (s-2°“f’—1) —1=2-(s-2°‘_B_1—1)-s~2“_ﬁ-2ﬁ_7_1-A,

By
ahol 2 t A, azaz (s-2°F-1)7 -1=2F.B, B2=1

Ez csakis akkor kongruens 0-val modulo 2* , hay=0.
(1d) Az, hogy | s2%—112 =2, 28)=1, egészen trividlis.
Q.ED.

A 79 marmost a9.lemmabeli p — magokbdl és azok homologjaibdl all.

10. LEMMA: Valamely adott p € P esetén jelolje G, a #9 egy elemét.

Akkor barmely G € (A csoport felirthaté G = (ii(lei)x(q) (2)
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alakban, ahol a p; -k paronként kiillonb6z6 primek (1= 1, 2, ...r), valamint
(pl’p23p3, "'pr,q): 1'
Bizonyitds: Kozvetleniil a nilpotencia definicidja alapjan. Q. E. D.

11.LLEMMA 9(G) < {.(G) = GeE N .

Bizonyitds: Legyen G = (pfc ! -pgz Pt |k In), ahol a p; -k paronként
kiilonbozo primek (1=1,2,...r). Elemi szdmolassal adédik
hogy 9(G) < {.(G) o (k-1 =0 (pr..p¥).

(04
Ebbdl kovetkezik, hogy pii || k-1, ahol €25i=12 . .r.

Eszerint k=S-pich -pgz wpE+l, (S,pip2...pr)=1,

ami azt jelenti, hogy G az (1a) vagy (1b) tipusu p — magok (vagy homologjaik)

direkt szorzata, esetleg valamilyen konstansokkal bovitve, vagyis G (2) alaku.
Q. E.D.

12. LEMMA Legyen G olyan , mint a 11. lemmadban, de legyen még

o.22,i=1,2,...r. Akkor

@, (G) <(.(G) = Ge N .

Bizonyitds: P (G) = <ap1""pr> < {.(G) pontosan akkor, ha
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. pal.pa2. Oy
Amde ekkor |9(G) | = 1 =2 o7 =d,
(pll~p22-... f‘f,k—l)

@, (G)|= p™....p%~! =f,ésd |f, tehdt AG) < @, (G). Q.E.D.

A Q27 14 19) csoport példdja mutatja, hogy a 11. és 12. lemma feltételei
csupdn elégségesek, de nem sziikségesek a nilpotencidhoz.

E csoportban ugyanis . (G) < d(G) = &, (G) .

13.LEMMA HaG=(mlkIn), e N, akkor @, (G)=® (b).

Bizonyitds: Felhasznélva azt a tételt, miszerint egy direkt szorzat
Frattini — részcsoportja megegyezik a tényezdk Frattini — részcsoportjainak

direkt szorzataval, elegendd az allitast G € 3 esetre beldtni. Ha azonban
G € 79 , akkor alkalmazhatjuk azt a szintén jol ismert tételt, amely szerint
ha Gp—-csoport,(pe P),ésH < G, akkor & (H) < & (G).

Elég a H —t azonositani <b>— vel. Q.E.D.

(C) Tovabbi vizsgdlatok a Frattini — részcsoporttal kapcsolatban:

b
14.LEMMA Legyen G= (p” |k |-p’q)a .(peP).qlp-1.

Akkor @, (G) = <bpq> .

Bizonyitds: Tudjuk, hogy &, (G) = <b7>, ahol a (%) szerint (24. 0.) p |y.



32

Mivel ® (G) = <aP,bY> <aG ,ezértk' =1 (p)

lasd I. rész 1. LEMMA (VI) (5. 0. ), amibdl q |Y adodik.

Kaptuk tehét, hogy pq | Y.

Miérmost az <a,b7> részcsoport egyrészt normdlis G — ben, masrészt p — csoport,
fey (a13. LEMMA segitségével ) @ (<a,bY>) = <ap,bY> < ®(G),

amibdl vy |pq . Nyertiik tehat, hogy pq |y és Yy |pq ,azazy=pq. Q. E.D.

2006.05.05 Eredeti kézirat 51. oldalatol:
P . B
N ) 1 1
Legyen adva r szdmui mag: G, =(p, [k | *p.’q.) . (3)

ahol a p; —k paronként kiillonbozd primek, és q; |pi -1,1=12,...r.

Ezek fuzidjanak felirasahoz legyen . = plali -pgzi -p§3i .pdiq; ,

(plpz...pr,q_i):l, i=1,2,..r.
(Ha foltessziik, hogy P, <P, <...<Py, akkor vilagos, hogy
j2i esetén 6, =0.)
8, .8 P
Akkor | q;,qy,--G; | =)Dy DY [ql,qz,...qr} :

ahol 6, =max(d.,0,,,..0. ) , i=1,2,..r ,

i2°°
és igy [pllql,p?qz,--- ?fqr}pflp?-.-pffq :
ahol & =max(8,B,),i=1,2,...r ,és q=[§1,§2,---ﬁr} .

A (3 ) magok fizidja tehat igy irhato fel:
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G = @?G = (p)'py2pr [k Ipipipia} . (4)
Tudjuk, hogy @ (G) = <ap,by>, ahol most p = p; p2... .

®(G) <G miatt kY=1 (p) , és ebbdl kovetkezik, hogy

q ly,i=1,2, ..r, tehit [q;,q,..q | 7.

Kaptuk, hogy pflpg?..p?fq 7. (5)

4. DEFINICIO: (m|k|n)e 2 < (m,n)=1.

15. LEMMA:

(i) HaGe 2 N&,i=1,2 ..r,akkor &, (X G)=1.
i=1

(ii) Ge 2 N esetén P, (G)=1.

(i11) Ha a (3 ) magok olyanok, hogy p; + g .Lj=1,2..r, (6)

akkor q:(gr)l G) =X (G).

Bizonyitds: (i)HaGie 2 N &,i=1,2,...r,akkor (3)-ban 3, =0
és (4 ) -ben 81281 . Innen az ( 5 ) adja az allitast.

(ii) Ez (i) bél folyik, de most & =8.=0,i=1,2, ...r.

(iii) Ebben az esetben nyilvan 6,=0, € =f

1=1,2,...r.

Konny kiszdmolni, hogy az <a,bq> részcsoport most nilpotens
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( és persze normalis) , és igy a 13. és 14. lemmak folhasznélasival

adodik az allitas. QE.D.

Ha a ( 6 ) feltétel nem teljesiil, akkor a & meghatdrozdsa igen bonyodalmas

lehet. Legyenek p;, p, primek, p;< p, . Tekintsiik a

G, =(py Ik [ +pi'q))

G2=(p%* |k, | +pBp®q,) magokat, ahol

B,>0,1<q, | p,-1, B,=0, 1<q2,8¢és p’q, | p,—1.

A két mag fizidja G=G, ® G, = (p*p%? [k | «pf2piq)? ,

ahol €=max(BL5), q= [ql,qz] Mi lesza @ (G)?

Az el6z8ekbdl annyit mindenesetre tudhatni, hogy ® (G) = <aplp2,b7>,

ahol pf’q | Y . A tovabbiakban két eset lehetséges:

(aa) €=020, .
Tekintsiik most a H = <a,bp§q> részcsoportot.
Vilagos, hogy H< G, ezért P(H) < P(G) ,
 rk - - 1o2 [P0 | By ybPte
mdsrészt H nilpotens, hiszen H = (p*' p5 | kP9 | P52)a

s igy ®(H) a 13. lemma szerint szimolhat6: P(H)= <aplp2,bp2p?q>
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Innen kovetkezik, hogy y| pzpf’q , s kaptuk, hogy p?q |y | pzp?q .
Miérmostay= p?q eset nem lehetséges, mert
<a,bpfq,b"52>e MGR(G) . Ezért y= p,p°q és c1>(G)=<aP1P2,bP2P?Q>.
(bb)e=B,>8 . Ekkor csoportunk G = (p*'p%? [k | p?lpgzq)g :
Tekintsiik most a H = <a,bp§1q> részcsoportot.

Ismét H< G, és ezért P(H)<P(G) .

Masrészt H most is nilpotens, igy a 13. lemma segitségével

CI)(H) — <aP1P2 , bPzP?IQ> )

Mindebbdl azt nyerjiik, hogy p?q |Y | P,P'q >

¢s most csak az zarhat6 ki, hogy y= p?lq legyen, ugyanis
b2 1 ol
a,b’2 b " )e MGR(G).

Ko6zelebbi a Y — r6l nem mondhato.
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IV.RESZ. AZ AUTOMORFIZMUSOKROL ALTALABAN

Legyen G=(m [kIn )ab ,€s @ a G-nek egy permutdcioja.

b
Nyilvanvalo, hogy ¢ € AutG « G=(m |k In )(p(a)(p( ) :

Részletesen ez azt jelenti, hogy

¢ () |=m, (1)

lo ) [=n, (2)
¢ () 9@ =9 @ @b (3)
(9(@)N{e(b))=1 (4) .

Elofordulhatnak a kovetkezo esetek is:

™

()N (e(b))=1,
és >~ (Sa)
(o@)N(b)=1,

J) \

(a)N(o(b)) 1
és e (5b)
(o@)N{p)=1. |
@Nlo)=1, |
és s (5¢)
@)nfe#r. |
@N(ew))#1. ]
és ~ (5d)
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Konnyli meggondolni, hogy az ( 5 b, ¢, d ) esetekben vagy az <a> egy része
képzddik le a <b> - be automorf médon, vagy a <b> egy része az <a> - ba.
( Az (5 d)—nél mindkét eset fonndll. ) Ez nyilvdnval6an csak tigy lehetséges,
ha a mondott részek centralisak, izomorfok, és mind <a> - nak, mind <b> - nek

direkt faktorai. Az alabbit lattuk be:

1. LEMMA: Az (5b,c,d) szituacidk csak akkor fordulhatnak eld, ha

Gz (s)x(mlkln) x(s) ,ahol (mn,s)=1 (6)
Q.E.D.
1. DEFINICIO: A (6) alaku csoportok halmazat (Y fogja jeldlni.

Az olyan automorfizmust, amelyre (5b ), (5c), vagy (5 d) valamelyike
fonnall, keresztezo automorfizmusnak ( X — automorfizmusnak) nevezziik.

x — automorfizmusa tehdt csak (& csoportnak lehet.

Ha G ( 6 ) alaku, akkor Aut G =Aut (m |k | n) xAut(s)z.

Ezértegy G € (X csoport automorfizmuscsoportjanak kiszamitdsa mindig

visszavezethetd egy olyan csoport automorfizmuscsoportjanak meghataro-

zasara, amely mar nem (¢ beli. Ezért a tovabbiakban mindig foltessziik,

hogy G¢ X-
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AG= (mlkln )ab barmely ¢ automorfizmusa
@(a)=a%bP,
(7)
¢(b)=a"b®
alakd, aholaz o,y € Z,,, B,0 € Z, szamoknakaz (1),(2),(3)-bdl
kovetkezdleg ki kell elégiteniiik az aldbbi reldcidkat:
Az m a legkisebb pozitiv egész, amelyre
o[kP [m]=0 (m), (K11)
¢s Pm =0 (n), (K12)
Az n a legkisebb pozitiv egész, amelyre
Y[k®In]=0 (m), (K21)
és on =0 (n), (K22)
valamint
v+ak® =ykP+a[kP [k] (m) (K31)
B(k-1)=0 (n), (K32)
Ezt a kissé riaszté kongruenciarendszert KANON-nak is nevezziik.
Késobb latni fogjuk, hogy fontos esetekben ezek a relaciok jelentdsen

egyszerusithetok.

2. DEFINICIO: A G=(mlk]n )ab egy ¢ automorfizmusat egyszertinek

nevezziik, ha vagy a—n, vagy b —n identikusan hat.
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Vildgos, hogy az identikus automorfizmus egyszerti, és egyszerti auto-
morfizmus nem lehet keresztezo.

Egy egyszerti automorfizmus megadasandl nem tiintetjiik fol azt a generéatort,
amelyen identikusan hat. Példdul ¢: a— a“* b b —>b helyett csak annyit
frunk, hogy @: a— a®bP .

3. DEFINICIO: Tekintsiik a ( 7 ) automorfizmust. Ha a ¢, (a)= a%bP &g

¢,(b)= a"b® maguk is (egyszerti) automorfizmusok, akkor azt mondjuk, hogy a

¢ aQ és O, fizidja: O=0; @, .

Amennyiben a (7 ) —beli @ ilyen értelemben nem bonthat6 fol, akkor ¢ —t
csatolt automorfizmusnak, ( ¢ — automorfizmusnak) nevezziik, s az ilyen
automorfizmusokkal rendelkezd csoportok halmazat ¢ — vel jeloljiik.
Vildgos, hogy a fiizi6 kiilonbozik a szokdsos, o —rel jeldlt kompoziciotol:

01 ® @, # @1 0 @, . Az is nyilvanvalo, hogy ©; ® @, = @, ® @, , és

P ® (P2 93)=(01® 92) D 3.

A AG=(16]3]4 )ab példaja mutatja, hogy ¢ nem iires.

A G - nek ugyanis van egy @: a— ab® , b — b’ automorfizmusa, 4mde

sema @;:a— a b’ ,sema @: b — b’ nem automorfizmusa G — nek.

2. LEMMA: Legyen G =( m|k|n )ab .
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(A.1) AG-nekaz a— a", ue R, egyszeri automorfizmusai egy
R, - mel izomorf részcsoportot generdlnak Aut G — ben.

(A.2) HaaG-ben az <a> nem karakterisztikus, akkor G — nek van egy

o: a—abl, Bln
b—b’, SeR,
automorfizmusa.
(B.1) AG-nek b — b® automorfizmusa &€ R," mellett csak

akkor létezhet, haG ¢ & .
(B.2) Ha G-neklétezik m: b — a’b® | Y # 0 automorfizmusa, akkor
(a) 8eR,,8eR, =G¢ & ;
(b) létezik olyan automorfizmusa is, ahol Y| m .
Bizonyitds: (A . 1) trividlis.
(A.2)Ha <a> nem karakterisztikus G — ben, akkor mindenesetre 1éteznie kell

egy y:  a— a®bP | B0,

b—>b", deR,

automorfizmusanak, mely 0 =1 esetben egyszer(, és csatolt, ha d € Rn# )
El6szor mutassuk ki, hogy o € R,, . A y hatvanyait tanulmanyozva azt
lathatjuk, hogy ' (a) = a®® bP" . Ha specidlisan |y |=f, akkor

a® bP? =a, tehdt ao’ =1 (m ), amibdl kdvetkezik, hogy o € R, .
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A P —ra térve lathat6, hogy B=Bit,Bidn,(t,n)=1.
Ilyen folirds mindig lehetséges.
Ekkor tehdt Wy (a) = a* (b)P' .
Csakhogy <a,b>=<a,bt> ,azaz (m|k|n )ab =(mlk'In)?" ,
ezért foltehetjiik, hogy mdr eleve Bl n .
Most mér a y helyett tekinthetjiik a YooY automorfizmust, ahol
Y a— a®’ .
Ekkor valoban
VoY= o a— abB,Bin
b—>b’, SeR,.
(B.1) A b%ab™®=2a" relaciobsl k°~' =1(m) kovetkezik,
sez Ge O esetén csak & = 1 — gyel teljesiilhet.
(B.2) (a)Ha 8¢ R, volna, akkor az a’ b° egy n’ ( <n)—edik hatvanyabdl

a b eltlinne, és igy <a>ﬂ<ayb5> #1 addédna, ami G ¢ N miatt lehetetlen.

Ade R, -ra vonatkozé allitds szamoldssal adédik.
Legyen ®: b— a'b® , Ade R," . Akkor w(ba) =a'b’a= aTkopd
k kv k+y k L 212 -1 _
wa b)=a a'b=a""b. Az w(ba) =m(a" b ) relaciébdl k =1(m)

ad6dik, ami 8 € R, mellett csak G ¢ S mellett lehetséges.
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(b) Irhat6, hogy y=7;s, aholy; { m, (m,s)=1.

Amde <a,b> = <as,b>, s {gy feltehetd, hogy méreleveylm. Q.E.D.

TETEL: Haa G=(m |k In )ab csoportnak a
¢Q;:a— a* bP
¢ b— a’b’
egyszerll automorfizmusai, akkor ezek fuzidja, @; ® @, is
automorfizmusa G —nek.
Bizonyitds: Azt kell belétni, hogy a @; -re és a @, -re folirt kdnonbdl (1. 36. o. )
kovetkezik a @ = @; ® @, - re folirt kdnon.
A @ -nély=0, d=1,igy ard vonatkozé kdnona (K 11), (K 12), (K 32),
valaminta [kP [k] =k(m) (K;31)
relaciokbol all.
A @-néla=1, B=0,ezért ara érvényes relacicka (K 21),(K22),ésa
k®=k(m) (K>31)
lesznek.
Azt kell tehat csak igazolni, hogy a ¢ - re fonndlla (K 31):
v+ok® =ykP+oa kP k]
Folhaszndlvaa (K 31)és (K, 31) —et, megfelel dtrendezés utdn ebbdl a
Y(kP=1) =0(m)

relaciot nyerjiik. Vegyiik figyelembe, hogy
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kK~ 1=k-DIkIBkl = -1k I[Pl [k? k] =kk-D[kIBl (m)

(itt ismét felhasznédltuk a (K;31)-et).

A k-val val6 egyszeriisités utdn a bizonyitand6 kongruencia ez lesz:
y&-D[kIB] =0 (m) (®)

Tegyiik o1, hogy B { n.Ekkor ( K 32 ) szerint

k—1=s% (8)

A(K;31)és(K32)-bdl
(kP k] =[kP [k-1+1] =[kP |k—1] +kP*D[kP|1) =
= [kP |k—1] +1=k (m), azaz

[kP [k-1]1 =k-1 (m) (9)
frjuk be ide ( 8 ) — at a baloldalra:
n n n
p p p

A (K21)és (K, 32)—Dbdl nyerjiik, hogy vy [k |n] =0 (m),

[kP s3] =[kP 15T [k"Is] =s[kPl5l=k-1(m) (10)

Sigy ys [k [n] svs[klm[kﬁlg] =0 (m).

Alkalmazva a (10) —et:
F=yk-D[kIBl =0 (m),
tehita ( @) teljesiil.

Ha most 3 helyett egy Bt tobbszorost vesziink, akkor
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[kIBd = [kIBIIK [a (m), &

yk-DIkIpd =Tk [d=0(m) |

mert ' =0(m) , vagyisa ( @) ismét teljesiil.

Bizonyitottuk tehat, hogy ha ¢@; és @, -reteljesila (K 11)-(K32),
akkora @ = @; ® @, - re is.

Végiil, mivel G ¢ A , ezért <a°‘bﬁ>ﬂ<ayb5>=l ,

tehat @ valoban automorfizmusa G — nek. Q.E.D.

3. LEMMA: Legyen G=(m [k In )ab . Akkor

Inn G E<ak_1,bn/n°> , ahol ny= |k, .

Bizonyitds: Kovetkezik ez akdr abbdl, hogybab ' =a"* és a'ba=a""b,

akar abbdl, hogy Inn G = G/ {(G) . Q.E.D.
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V. RESZ. &k — CSOPORTOK

. b
1. DEFINICIO: AG= (m |k |n )a csoportot @4 — csoportnak nevezziik,

ha <a> char G, vagyis <a> karakterisztikus G — ben.

Vilagos, hogy Ge @ esetén a G minden, aIV.rész (7)—ben (36.0.)

adott automorfizmusanal =0 . Ekkor G automorfizmusai az

matrixokkal reprezentdlhatok. Az automorfizmusok dsszetételének megfelel
a fenti matrixok szokdsos szorzdsa, mint azt konnyl kiszamolni.

2. DEFINICIO: (m|k|n)e & o (k-1,n)=1.

1. LEMMA: Q UR US> C .
Bizonyités: LegyenG:(m|k|n)ab HaGe Q ,akkor (k—1,n)=1

miatta (K 32)-bdl (36.0.)B =0 (n)kovetkezik.

HaGe 2 ,akkor (m,n)=1 miatt a( K 12)-bdl (36.0.) kovetkezik

ugyanez. Végiil, ha G e 2> , akkor 8(G)=<a>. Q.E.D.
2.LEMMA: Ha (mlkIn)e Ch ,és(m,s)=1, akkor
(s) x (mlkln)e ch .

Bizonyitds: Legyen G, az (s) a ésaG=(mlk| 1’1)‘;2 direkt szorzata.
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G = (s), xG=(ms|lln)t, .

G,e & miatt {(G,)= e (Gy), és nyilvan <a1> < C(Gy).

Mivel ciklikus csoportnak minden részcsoportja karakterisztikus, kapjuk, hogy
<al> char (. (G, ) char Gy,

amibsl  (a,) char G,.

Legyen @ € Aut Gy. Akkor @ (aja,)= @ (a;) @ (ay),

€s az elobbiek értelmében ¢ (a;) = af‘ 1, o€ R, .

Hamost @ (a;) = a}(agzbf’ , akkor ennek az elemnek a rendje csak akkor

lehet m, hay=0. Am ekkor B =0 is, kiilonben az <a2> az <a2,b> =G - ben

nem volna karakterisztikus. Mindebbdl az kovetkezik, hogy

¢ ((a.a,) )= (aa,) , tehdt G, Ch . Q.E.D.

A VL. rész 1.lemmdja ( 71.0.) mutatja, hogy az iménti 4llitdsban

miért volt sziikkség & — csoportokra szoritkozni.
3. LEMMA: GI,GZ (S Ch = G1 ® G2 S c‘, »
Bizonyitds: Legyen (m;,m,)=1,¢és

b p b
Gi=(milkiln)le Ch . ésGo=(mlkiln) 2 e Ch .

Akkor G1 ® G2=(m1m2|k|n1ﬂz)gig§ s
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ahol k=k(m;),i1i=1,2, n=[n;,ny] .
Tegyiik fol, hogy a G; ® G, —nek van egy

a;a, — a; a, (a )P

(p .
b by, = (b; by)°

automorfizmusa. tekintsiik ennek a @ — nek mondjuk a G; — re valo

megszoritasat. Mivel G, e Ch ,ezérta @ (<a1> )= <a1> relaciénak
o eeq - 4 _ . _ m?2 4
teljesiilnie kell. Amde (m;,m,) =1, sigy <a1> = <a1 > és

a2 =(a,a,)"™ (*)

Ezért ¢ (a,™ )= ¢ ((a,2,)™ )= (aa,(bb,)P)™=

Bim Bim
Ebbél [kPImy]=0 (my) (la)
€s Bm; =0 (ny) (1b)

kovetkezik. ( Az, hogy m, a legkisebb ilyen szam, abbdl kovetkezik,

hogy a ( * ) az m,-nél kisebb szammal nem teljesiil. )

A @—refolirt (K31)és(K32) (Id. 36.0.):
[kPIk]=k® (mmy) (lc)
B(k-1)=0 (n) . (1d)

Vegyiikak —tmodm,,af ésd—tmodn,, azaz legyen
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k=k, + mp x,
B=B+my,
0=0,+n, 7,
¢és nézziik meg, mivé lesznek az (1 a—d ) relacidk.

Az (1a)-Dbal:

[kB I sz = [kzﬁzmzy I mz} =(k,"” =1 (m,) miatt) =

E[k232lm2}50(m2) (laa)
Az (1b)-Dbol:
(BZ+H2Y)mQEl32mQEO (ny) (1bb)

Az (1c)—néla| | ] bal felében kozvetleniil attérhetiink k — ré6l k, —re :
[P IK] z[kzﬁzmzy Ik} =k,>"™ (m,)
amibdl k¥ =k, =1(m,) miatt

[kfz Ik} =k,> (m,) .

Meg kell még mutatni, hogy

[kzﬁz Ik} = [kzﬁz Ik, | (my) .

fme: [kZBZ | k} = [kZBZ Ik, +m,x |= [kZBZ |k2} +k, Pk [kZBZ | mzx} =

[kzﬁz |1<2}+1<2szz [kzﬁz |m2}[k232m2 |x} z[kzﬁz |k2} (my) |
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mivel (1 aa) miatt [kzﬁz |m2:|EO (my).

Kaptuk tehit, hogy
[kzﬁzlkz}zk;’z (my). (lce)

Az (1d)-bol:

B(k-1)=Pr+ny)(ky+myx—-1)=

=Bk, -1) =0 (m), (1dd)
hiszen Bomy =0 (ny) az (1 bb) szerint.
Az (laa-dd) reldciok szerint a G, —nek van egy a, — azbzﬁ’%b2 — b282
automorfizmusa, ellentmondésban azzal, hogy G, Ch Q.E.D.
E lemma megforditdsa nem igaz. El6fordulhat, hogy Gie Ch ,G, ¢ Ch ,
mégis G; ® G, € Ch .
Példaul (71413)®(91413)=(631413) € Ch ,

ahol (71413)e Ch ,de (91413) & Ch .

3. DEFINICIO: A G=(m k] ﬁ) J8 — csoport pontosan akkor, ha

[kIn] =0 (m).

4. LEMMA.:
(i) Ha (m,s)=1,(mlkIn)e &, akkor

(s)x(m|k|fl)e J pont akkor,ha s|n.
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(ii) G;,G,e B =G ®G, e B .

Bizonyitds: egyszerli szdmoléssal. Q.E.D.
Az (11 ) megforditdsa hamis, példaul (91413 )® (191413 )e R ,
de (91413) ¢ R .

1. TETEL: (B-TETEL): B < Ch.

Bizonyitds: Tegyiik fol, hogy G = (m|k|n)ab eRB .de G Ch .
Ekkor a G — nek létezik egy
a—abf, Bin
(O
b—>b’, deR,
automorfizmusa (1d.38.0.(A2)).
frjuk fola(K31)—et (36.0.)a=1,y=0 szereposztéssal:
[kPIk]=k° (m).

Ebb6la (K 32)-vel (36.0.):

[KPIk—1+1]=[kPIk=11+kP* D kPI11=[kPIk=1]+1=Kk® (m),

azaz [kPIk=1] =k® =1 (m).

Most k—l=s% ,

mivel Bin, ezért

[kPIk—1] E[kBIs%]z[kBI%][knlS]Es[kBI%]Eks—l(m). (2)

Mivel Ge B ,ezért[kin]=0 (m),sigy
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n

B

Hasznéljuk fol itta (2)—t:

s[kin]=s[kIBI[kPI51=0 (m).

[KIBT(k®-=1)=0 (m). (3)
Marmost ( folhasznalvaa ( K 32 ) —t, 1d. 36. 0. ):

(abPyel = a{kﬁlk—l}

és a ( 3 ) — mal nyerjiik, hogy
((abPy) P = @) =,
Ebbdl kovetkezik, hogy
(k=1)[kIB] =kP-1=0 (m),
ellentmonddsban azzal, hogy Bl nés Ge S . Q.E.D.

Az 1. lemma és az 1. tétel szerint
B UQ UR US> C é&.

Hogy ez a tartalmazas valddi, azta (631413 ) csoport bizonyitja.

(Egyébként > N O < & . Haugyanis (mlklin)e 2> , akkor | )

(mk-1)=1,ésigyak"-1=(k—-1)[kln]=0 (m) reliciébdl

[kIn]=0 (m) kovetkezik. ) L/

2. TETEL: Legyen (mlk| I.l) e Ch . Akkor

7 (<)
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C(m B . —_ m
(i) (7J R, =Aut(mlkIin)<Hol(m) , ahol y= (m,[kln])

(ii) Aut(mlklﬁ)EHol(m) pontosan akkor, ha ( m|k| fl) e RB:;
(iii) Hollm)e CYCYS < me PR.
Bizonyitas:
(1)AG=(m |k |n )ab € Ch Osszes automorfizmusa most
a—a%, oeR,
b—a’'b, yeZ,
alaku, és vildgos, hogy @ = ¢, ® @g , ahol
Qu: a—a*, aeR,
¢y: b—>a’'v, ye Z,

egyszerll automorfizmusok.

Nyilvénvalé, hogy <{(pOc loe Rm}>5 R,.

frjuk fol @,-raa(K21)—et (36.0.):

Ylkin] =0 (m).

Lathatd, hogy a sz6ba johet6 legkisebb y éppen

o 3

és (0,{0a})=AutG= {%}-Rm |

o m
(m,[k I n}) ’



53

Egyszerii kiszdamolni, hogy (poc(py(poﬁ‘1 = ¢

ami éppen azt jelenti, hogy AutG <Hol(m) .

( Az automorfizmusok szorzasi szabdlya itt: @y(a) = @(y(a)) .

Tovibbd @' =¢__, .)

(11) Vilagos, hogy (1) —ben egyenldség akkor és csak akkor van, ha
y=1,azaz [kIn]=0 (m),tehat (mlkln)e JB.

(111) Ez abbdl kovetkezik, hogy Hol (m) = Aut Dy, és D, e J8 miatt

AutD, = (m)- R, .

Az R, pedig pontosan akkor ciklikus, ha m e PR. Q.E.D.

4. DEFINICIO: A CYCYSbeli tokéletes csoportok halmazat jelolje <7 .
5.LEMMA: &7 ={ (p*1kIp*'(p-1))},aholpe Py ,k e pr(p%
Bizonyitds: Definici6 szerint egy csoport akkor és csak akkor tokéletes,

ha {(G) = 1, és G minden automorfizmusa bels, tehat

AutG=z=InnG =G.

Ha G € CYCYS, akkor {(G) = 1 csakis akkor dllhat, ha G € = NS

(1d. III. rész 3. lemma , 21. 0. )

Ezért G e JB is teljestil (1d. 49. 0. (<) ).

Ha tehat G= (m [k |n )ab e 77, akkor a 2. tétel szerint

AutG = (9.{0}).
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ahol ¢: b—ab ,
Qy: a—a*, de R, .
A @ nyilvan bels6 automorfizmus, hiszen
a 'ba=a“"'b=0"""'(b),
€s a > — beliség miatt <(pk_1> = <(p> :
A @, pont akkor lesz belsd automorfizmus minden o € R,, esetében, ha
<k> =R, ,
amibdl — és a centrumnélkiiliségbdl — valéban m = p*, p € P, , k € pr(p”) és
n=EUP®) =p* (p - 1) kdvetkezik. Q. E.D.
6. LEMMA: G = Aut G pontosan akkor, ha
(1) Ge 7,
(i1)G=(2p"1kIp (p-1)Y .pe Py ke pr(2p”,
(111)G = Dy.
Bizonyitds: Az (1)—telintézi az 5. lemma, az (111 ) — nél egyszerli szamolas
segit, igy elég az (11 ) — vel foglalkozni.
Az (11)— beli csoportok a 27— csoportokbdl allnak el6 tgy, hogy azokat
elolrdl megszorozzuk egy (2) ciklussal. Az 5. lemma szerint 77 < J& , és

a4.lemma (1)—vel (47.0.)kapjuk, hogy az (11)—beli Gis J3— ben van.

Am ekkor AutG = <(p, (pk>, ahol
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¢:b—ab , lo|=2p*,

Pr:a—a“, kepr2p),lo |=p* " (p-1),

1

Kk
=0k ,

€s egyszerll szamolas mutatja, hogy @ @ @ ~

I

tehdt valgban <(p, (pk> G. Q.E.D.

A fentiekbdl levonhat6 az a kovetkeztetés, hogy azokraa G= (m k| n )ab
csoportokra, ahol m € PR, k € pr(m) , fonnall:
G = AutG = Hol (m),

€s mas csoportokra ez nem teljesiil.
b
7.LEMMA: AG= (mlkln )a csoportban a <b> - nek akkor €s csak akkor

van m szamu kiillonb6zd automorf képe, ha [kIn]=0 (m).
Bizonyitds: Tekintsiik a
a—a,
b—a'b, ye Z,
leképezést. Ezzel
¢(ba)=a"ba=a""b ,
p@“b)=a“a’b=a""b ,
ami azt jelenti, hogy | a” b | = n esetén @ ( egyszer(i ) automorfizmusa lesz
G — nek. Tekintve, hogy (a”b )" =a"™" |

az |a”b|=n Osszefiiggés tetszbleges ye Z,, mellett csak akkor llhat fonn,
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ha [kIn]=0 (m).

Ekkor azonban
(a"b)=(a"b) (4)
csakis v, =7, esetén lehetséges. A (4 ) — bdl ugyanis
a'ibe <ay2b>
kovetkezik, azaz egy olyan x € Z, 1étezése, amellyel
alb= (aYZb)x —a
Innen x=1 (n), de mivel x € Z, , ezért x = 1, s ezzel vy, =7, kovetkezik.
Q.E.D.

5. DEFINICIO: AzokataG= (mlk|n )ab csoportokat, amelyekben a <b>

kiilonb6zd automorf képei paronként diszjunktak, 7 * csoportoknak nevezziik.
A definiciobdl vilagos, hogy %#*C S .

Ha ugyanis G ¢ 8 , akkor (,(G) #1 ,és a <b> barmely konjugaltjaval
0sszemetsz ebben a nem trividlis hatsé centrumban.

8. LEMMA: (mlk|n )ab € 7 * pontosan akkor, ha

vvidn: m[kiv])=1.

Bizonyitds: Az 5. definicidval ekvivalens éllitas ez:

b
(mlk|n )a € 7¢* pontosan akkor, ha <b> barmely tole kiilonb6zo
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automorf képével csak trividlisan metszddik, vagyis

Vye Zn': <b>ﬂ<a7b>:1. (5)

(Ugyanis 7* C & miatt a b automorf képei mind a” b alakiak, ahol ye Z,,)
Az (5) marmost csakis akkor teljesiil, ha

Vye Z,* Yvin: y[klv} £ 0(m).

Innen pedig azonnal kapjuk az

vviln: (m,[kIv])=1feltételt. Q.E.D.

. b
6. DEFINICIO: Ha W ~L m gg V \L N akkora G = (m | k | n)y csoportnak

\"% . . . "o .
az <au»b > alaku részcsoportjait fOrészeknek nevezziik.

Konnyl latni, hogy a forészek vagy abeliek, vagy CYCYS — beliek.

9. LEMMA: Ha G € #Z* , akkor G minden nemabeli f0része is 7 *_ pan van.

b
Bizonyitds: LegyenG:(m|k|n)a , H*Lm, V‘Ln,és

M=(a",b")e ABEL
M € 7¢* pontosan akkor,ha Vv, i%:{%,[kv IVOH:I.
Tegyiik fol, hogy valamely v, —ra (%,[k" IVO]] >1.

Akkor nyilvén (m,[k"1v,]|>1 is fonndll
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Ugyanakkor (m, [kIv])=1,mert Ge 7* . Igy

(m,[kv IVO}):(m,[klv}[kV Ivo})

ami ellentmond annak, hogy G € 7 * . Q.E.D.

(m,[klvvo})>1,

10. LEMMA: LegyenGz(p“lkI-pBr),ahol pe P,rip-1.

G akkor és csak akkor Z* — beli, ha
(a) P=1és r=1,vagy

(b) B=0.

Bizonyitds: (a) Ez esetben G automatikusan ZZ* — ben van, mint minden
olyan (m |k In) csoport, aholn € P.

(b) Konnyi latni, hogy ekkor G € 2. Az 5. lemma bizonyitasabol kideriil,
hogy ha ( m k| ﬁ)‘g € 2>, akkor b minden automorf képe megkaphato
konjugéléssal. Ezért elég bizonyitani, hogy esetiinkben a <b> barmely, tole
kiilonb6z0d konjugdltjaval diszjunkt:

Vxe Z,: <b>ﬂ<a_"bax> =1.

Tételezziik fol ennek az ellenkez6jét, azaz tételezziik egy olyany € Z,*
szam létezését, amellyel

(a”ba*) =(a**Pp) = (a** Dy = pY

Ebbdl

x(k=1)[kly]l =x(k’-1)=0 (p*) (6)
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kovetkezik.

Hax e Rpa , akkor ( 6 ) — bdl azt kapjuk, hogy k¥=1 (p”),

tehat y=0(n), ellentmonddsban az y € Z," foltevéssel.

Ha x & R, , akkor x=p°x;,1<8<a-1,(p,x;)=1.

Ekkor ( 6)—bdl nyerjiik, hogy k¥=1 ( p“_s) :

De ebbdl megint y = 0 ( n ) kovetkezik, mert R o = ( p°°_1 )x(p—1),és
k most a (p — 1) ciklusbdl vald, s ezért k rendje r minden 1 <6 <o — 1
esetén is.

Bizonyitottuk tehat, hogy az (a) és (b ) esetekben valoban G € % * .
Azt kell még megmutatni, hogy més esetbekben viszont G ¢ Z* .
Ismét két lehetoség van:

(c)B=1,r>1,

(d)B=2.

A (c)—néleléglatni, hogy a (p | k | pr) forész nincs S— ben, s igy
#* —bensem,a (d)—nélpediga(p® ' 1K' pB) forész vizsgalata
vezet hasonl6 eredményre,

(hiszen ha I k"I , =pP, akkor | K" | ot = pP . Q.E.D.
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3. TETEL: Az #* — csoportok a kovetkezdk:
(A) Hane P,akkor (mlkln)minden toviabbi megszoritds nélkiil e ZZ* .
( B ) Tegyiik fol, hogy n ¢ P, és legyenek a py, pa, . . . pr szdmok paronként
kiilonb6zd primek. Akkor a
(pl(xlpz%...pro‘r |kI-n) € Z csoport pont akkor lesz Z* — ban, ha
nl(pi—Lp—1,...p.— 1),
és ugyancsak ZZ* — beli lesz az
(s) % (p,1p, 2..p,% Ik In)
18, ha (s,pip2...p:n)=1.
Bizonyitds: ( A) trividlis.
( B) Mindenekelott jegyezziik meg, hogy
(n,p))=1, 1=1,2,...r. (7)

Tegylik 6l ugyanis, hogy valamely i —re p;ln; , azaz
n=pln;, B#0, (p,n)=1.
Akkor a 10. lemma szerint a (pioci Ik | piB i n;) fOrész

pont akkor lehet 2* —ban,haf}; =n; =1.
Ez az n = p; esetre, tehat ( A ) —ra vezetne.

[gy a (7) - nek fonn kell 4llnia, és akkor a (p,” Ik |n) férész

ismét a 10. lemma szerint — csakis dgy lehet Z* — beli, ha n;| p;— 1.
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Miar csak az s — re vonatkozo kirovast kell indokolni.

Az (S,pipz2---Ppr) =1 természetesen az elolrol vald szorozhatosdg miatt kell.
Az (s,n) =1 feltétel oka pedig a kovetkezd:

Tegyiik fol, hogy (m |k |In) e Z* és n Osszetett szam.

Tekintsik az (s )X (mlklIn)=(ms|1In) (8)
csoportot, ahol a PART szerint (m,s)=1,1=1(s),k=1(m).

Ha (8) 7* — beli, akkor a 8. lemma szerint vvidn: (ms,[11v])=1.
Marmostk=1(m ) miatt (m,[1lv])=1,

igycsakaz (s, [11v]) =1 avizsgilando.

Mivel mostl=1(s),ezért[lIv]=V (s),ésigy

(s,[11v])=1 csakis ugy teljesiilhet, ha (s, v )= 1.

Mivel ennek minden Vv 4 n szamra fonn kell dllnia,

kapjuk, hogy (s,n)=1. Q.E.D.

b
7. DEFINICIO: Azokat az (m |k In )a csoportokat, amelyekben a <b>— nek

pontosan m szamu, paronként diszjunkt automorf képe van,
multiédercsoportoknak nevezziik, és halmazukat 2 — mel jelol;jiik.
Vilagos, hogy D,,, € 7 minden m >3 szammal, igy a multiédercsoport
fogalma a diédercsoport fogalménak természetes altalanositasa.

A definiciébdl azonnal nyilvanvalo, hogy Z=%* N &. (9)

(1d. ehhez 7. lemma, 53. 0. )
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11. LEMMA: Ha G € % , akkor G minden nemabeli forésze is 2 — beli.

Bizonyitas: Tekintettel a (9 ) — re csak azt kell belétni, hogy G € Z* esetén

a (CYCYSbeli) forészek & — ben lesznek.

TekintsikaG=(m |k |n )ab csoportban az <a“,bv> forészt (uim,vin).
Mivel G € 8, ezért [kln}=[k|v]{kwﬂ}so (m). (10)

A%
Amde G € #* is,ezért (m, [k1v])=1,sigy (10)- bdl kapjuk, hogy

{k"l%}zo (m).
De akkor {k" I%}EO ( % ) is igaz, igy

<au,bV>z(%|kV|%) €. Q.E. D.

4. TETEL: legyenek a p, pi, pa, . . . Pr szdmok paronként kiilonb6z6 primek.

Akkor az 7 — csoportok az alabbiak:

(A) (p)x (p,"p,”2..p;* IkI-p), ahol
o 4 :

D, k-1,1=1,2,...r,

plpi—L,po—1,...p—1);

(B) (p,”'p,”2..p,* IkIn), ahol
oc.+ .
pitk-1,i=1,2,. . .r,

nl(pi—=1L,p—1,...p:—1).
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Bizonyitds: A (9 ) — et figyelembe véve elegendd az 7 * — csoportok koziil
kikeresni azokat, amelyek & — ben is benne vannak ( segitségiil hiva a
4. lemmat is. ) Q.E.D.

A legegyszerlibben ugy taldlhatunk 72 — csoportokat, ha vélasztunk egy

2<n egészet és keresiink olyan p; ,i=1, 2, . . . primeket, amelyekre
nlpi—-1,1=1,2,...

( A DIRICHLET - tétel szerint végtelen sok ilyen primet taldlhatunk. )

Tegyiik fol, hogy ap;, p2,...p: alkalmas primek.

Akkor tetszdleges Qo >1,1i=1,2,...rszamokkal konnyen

megszerkeszthetok a (piOci Ik, In)gi csoportok,

melyek a 4. tétel szerint 7 — ben lesznek.

De 7« — ben lesz e csoportoknak az 0sszes lehetséges fuzidja is,
amelyek igy generalhatok: <a,blt1b2t2...brtr>, (11)
ahol a=a;a,...a,, ést; e R,;,i=1,2,...1.

T
A (11) 0Osszesen HEU(ni) szamu csoportot ad, dmde
i=1

<a,bltlb2t2...br‘f>§ <a,(b1‘1b;z...brtr)’<> haxeR,.

Ezért az adott n — hez tartoz6é nem izomorf, de nyilvan izostruktiralis

7% — csoportok szdma
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(a)osszetettnesetén | JEU(n;)/EU(n) ,
i=1
(b)n e Pesetén a fenti szam kétszerese,
hiszen ha (p,”'p,™...p;,* Ik|p) € 7, akkor a 4. tétel ( A ) szerint
(p)x (p,'p, %..p, IkIn) € 7 is .

12. LEMMA: Legyenpe P,1<rlp-1,s2>1.Akkor

(p* k| ('pBI')S) €2.
Bizonyitds: Ha p osztand k — 1 — et, azaz folirhaté volna
k=tp+1, y=1, (t,p)=1
alakban, akkor a III. rész 9. lemma szerint ( 25. 0. )
Ik o= po‘_B volna.
De most Iklpa=pﬁr ,aholr>1,igy (p®, k-1)=1,
és ez a tény fiiggetlen s — tOl. Q.E.D.
5. TETEL: Az alibbi csoportok 2 (| @ — ban vannak:
(a) %12¢7112)0 a3,

(b) D, o>2.

20(9

Bizonyitds: (a) Tekintsik aza’b, y € Z,, elemet:

(b) DyyecMcCBC ¢ . Q.E.D.
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VL. RESZ. CSOPORTOK A ¢ —n KIVUL

TETEL: Az V. rész 5. tételében folsoroltakon kiviil minden mds p — csoport

a (4 —n kiviil van.

Bizonyitds: A kovetkezokben erdsen tdmaszkodunk az aldbbi Osszefiiggésekre:
(i) [sp* P+11pP1=pP (p*) ,ahol pe Py, 0<P<ar,(s,p)=1.
(ii) [s2*P+112P)=2*"42PF(2%) ,ahola>2, 1<P<o—1,(2,s)=1.
(ii1) [s2%P—112PF1=2%" (2%, ahol ae>2, 1<PB<o—1, (2,5)=1.
(iv)Ha(mlkIn)=(mllln),akkor [kIn]=[1In] (m).

Ezen kongruencidk igazoldsat 1asd a Fiiggelékben.

Ratériink a tétel bizonyitdsara.
(A)G=p*“p*P+11pP®)P aholpe Py, =2, a—12p>1, §>0.
Azt fogjuk vizsgélni, hogy melyik az a legkisebb nemnegativ v, amellyel

létezik az ®:a —> abP’ egyszerll automorfizmus. Azért keressiik a lehetd
legkisebb y—t , mert annak birtokdban kaphatjuk meg a legnagyobb

<(D> ciklust az Aut G — ben.

a-p B—y+d
FOHnéll, hogy (abpy)pﬁ_w's _ a[(p +l)pY|p Y- }.

Tegyiik f6l eldszor, hogy y< 3.
Akkor igaz, hogy (p* |(p*P + 1P IpP*0) = (p* I (p* PV + 1P 1pP+9).

Ezért [(po“B +1)P | pB—YJrS} - [pa—(B—Y) +11 pB—y+5} _
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- [poc—(ﬁ—v) Y pﬁ—q [(poc—(ﬁ—v) +1)P sz
=p° p* PV +1p T |=pP (),
tehdt (ab?" )P " =aP" " (1)
Az (1) - b0l csak akkor lehet levonni azt a kovetkeztetést, hogy

lab”’ l=m (2)
ha B-y+0<a, azaz  y=P—o+9. (3)
Tegyiik fol, hogy ykielégitia (3 ) —at, sigy (2 ) fonnall.
Vizsgaljuk meg, hogy a d(G)= <apm_B > < <abpy> (4)
reldcio milyen feltételek mellett teljesiilhet.

A (4) masképpen azt jelenti, hogy PP <apﬁ—y+s> ,

amibdl nyerjiik, hogy a—B>B—y+90, azaz y>22B—a+d (5)
A tovabbiakban tehat fol kell tenniink, hogy yaz (5 ) — 6t is kielégiti.

Annak igazoldsa van hatra, hogy teljesiil — e az alabbi relacio:
babP’b' = (ab? )P* P (6)
Ha (5)—ben egyenléség van, akkor a—B=p—7y+9,
s p'Y -1 p(x_B+1 p'Y _ p(x_B py _ pB_’Y"'6 p'Y _
sigy bab? b =a bP =aP "abP =a abP’ =
= (ab?")P " abP" = (ab?" )P* ab = (ab?" )P P+ |

tehat (6 ) fonnall.
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Ha 2P — a0 + d negativ, akkor Y= 0, és oo — 23 — d pozitiv. Ekkor
babP'b' =ba=ar""*Ib , s (ab"" )" "+ = (ab)*" ! = ((ab)?"" )" “ab=

a{pa_ﬁ +1|pg+5})pa_25_5 . {pa—5+llpﬂ[(p0¢—5+1)p5|p5})p(x—2[3—8 .ab=

o230

ab=(a

@ )P ab=aP" b | (ehdt (6)ismét teljesiil.
Igazoltuk, hogy a y < B esetben az ®:a — abP’ leképezés valéban

automorfizmusa G — nek, ha vy teljesiti az (5 ) — 6t.

Legyen most Y>[3. Ez nyilvén csak akkor lehetséges, ha 6 >0 .
Ekkor viszont  {,(G) = <pr> ,sigy b e {(G) . Ezért a=Db"" .

Nézziik meg, mi a feltétele annak, hogy ( 2) teljesiiljon.

Mivel (abpY )p(x = ap(xbpw, ezérta (2 ) feltétele, hogy

o+Y>B+0 legyen, amibdl ( 3 ) kovetkezik.

Mivel a = b?’ , ezért most is fonndll (1),ésa (4)—et vizsgdlva
ismét az ( 5 ) — re jutunk.

A (6) relaciénal a baloldal babP'b™ =aP* *+1pP" |

a jobboldal (abP’)P* "+l = P PHipp P rpY

E két oldal tehat akkor egyezik meg, ha

OL_B—FY_i_ Y B+8) .

p p"=p’ (p

Ebbdl aa—P+7>P+0 kovetkezik, ami az ( 5) — tel ekvivalens.
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Tehdta (6 ) mostis fonndll, az w:a — abP’ leképezés az (5) teljesiilése
esetén akkor is automorfizmusa G — nek, ha y>3.

(B) G= 2%12*P+112P) b ahol >3, a—2=B>1.

E csoportnak 1étezni fog egy

a —ab?’
b—b®
automorfizmusa, ahol y a legkisebb nemnegativ szam, amelyre
Y22p-a,

és € —t az alabbi kongruencidval lehet kiszamitani:

QP+t =2%PR PPy 41 2%).
A bizonyitashoz tekintsiik az ab” elemet.

(20B41)2Y 1B~
Fonnll, hogy (ab®' )ZM = a{ }

Mivel (2%1(2%P+1)2" 1287y = (2% (2% PV +1)7" | 257),
ezért [(20‘—B +1)% | 2&—7} - [2“—@—@ +11 2&—7} 2%,

fgy kapjuk, hogy (ab?")¥" =a2% +27 = g PV

2

amib6l az | ab> | =2 reldciéra akkor kovetkeztethetiink, ha o0>B—7,

azaz Y>P—o. Amde ez mindig fénnall, hiszen ¥ nemnegativ.
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Mirmost d(G)= <212(H5 > , és annak foltétele, hogy d(G) < <ab2y> legyen, ez:

aza—B c <a2[3—Y(20€—(5—Y)—1+1)> _ <ab213—“{> .

Ebbél nyerjiik az a.—B>B—7, tehdt a y>2B—a feltétel.
Igazolandd, hogy fonndll a definidl6 relacio:
btab?'bt = (ab?" )2+ . (%)
E reldci6 baloldala fgy alakul: bfab?'b— =a@* **p2"
Ha most Y=2B—a , azaz o.—B=P—7, akkor ( * *) jobboldala:
(asz )2“—B+1 _ (abzy )2B—Y ab2! = azf’—Y (2“—<B—Y)—1+1)abzv _ azﬁ—Y(2“—<B—Y>—1+1)+1bzv ,
¢és a két oldal pont akkor egyezik meg, ha
Q2% Py1)e=2% P Bl 1) 41 2%) .
Ha most y> 2B — 0o, akkor Y minimalitdsa miatt y=0 és ot — 23 pozitiv.
Ekkor a ( * *) jobboldala igy alakul:

(a0 = (@b Pab= o P o g0

— 220 ey 20 Py ,

hiszen 22" %*~1 =0 (2%) pont azért, mert most o, — 2 pozitiv.

Jelen esetben tehdt a ( * * ) az € = 1 vdlasztdssal kielégiil.

HaaG=2% 2% P+112P?) P homoldgot vizsgiljuk, ahol §> 0, akkor a

fentiekkel teljesen analog okoskodds a ¥>2B— o+ reldciot fogja adni,
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akarcsak e tétel ( A) pontjaban.

A homologképzésnél megsziinhet a csatolds. Pl.a(161514) E —nek egy
a — ab?,b — b’ csatolt automorfizmusa van, ama ( 16 1514) 'g —nek

az a — ab? leképezés egyszerli automorfizmusa.
(C) G= 2%2%P-112F) P ahol =4, a-22B>2 .
E csoportnak 1étezik egy
a —ab?'
b—b!
csatolt automorfizmusa, ahol y=0—-1, és lol=2.
A bizonyitds stratégidja az eddigiekével azonos:
vizsgaljuk az ab® elemet :

(20-B—1)2Y b~y
(ab?)? = a{ }

Amde (2%1(2%7B—1)2" 1281y = (2% 20-B=1 11287y, (Hk )
Ez azért van igy, mert az R , = (2 O‘_2) x (2), a=3 csoport szerkezete

olyan, minden (2°) 2<e<0—2 ciklusbdl pontosan kett6t tartalmaz, amelyek
osszemetszenek egy (2°~") ciklusban. E szerkezet kovetkezménye, hogy
%124 P —T 128 = 2%1 2% P +1)> 12P7)

amibdl a ( *** ) mar kovetkezik. A ( ***) kovetkezménye pedig ez:
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[(20‘—B —1¥| 2&—7} = [2“*3-7) +11 2f>—q =2Fv(e-(B-v-14y) (2%).
Tehdt (ab?" )27 =aZ 7@ "D imibsl | ab? 1= 2% kovetkezik.

Most d(G) = <a2q_ﬁ‘2> = <a2> , és ahhoz, hogy

a’e <a2M(2°‘_(B‘Y)“ +1)> = <a23_y> teljesiiljon, kell B—y<1 , azaz Y=>B—1.

Amde B—1>1 is fonndll, igy kapjuk, hogy y=p—1 .
Még azt kell belatni, hogy

b23—1+1ab2[3—1b_(2[3—1+1) _ (ab2B—1 )zoc—B_l

— — o -1, —
A baloldal: b2 #ah?* p=@F D — q PP (7)

o (o pobg|
A jobboldal: (ab? )2 P-1=4 b (8)

Bizonyitandd, hogy (7 )= (8).Ehhez elég az a kitevdjével foglalkozni,
azokat atalakitani, amihez a kovetkez6, konnyen ( a binomidlis egyiitthaték
vizsgélataval ) igazolhat6 0sszefiiggést hasznaljuk fol:

Qo P P =014 (2%,
Ezzel az a—nak a (7 ) — beli kitevdje igy alakul:

Bt _ o 12 (008 1y 0l 41y )=

(2(1—13 _1)2
=201y goB_po-l_1 (2% (9)

A (8 ) — beli kitevdvel hosszabb a szamolas:
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[(20‘—B PP —1} N [2“—1 +112%B —1} -~ [2%-1 +112%B 2+1} -~

2941129 =2 4 20 4 )22 = 20 1120 2 1 =
=29+ 112 | et 12127 1 = 2 112 |2 D)=

= (2% +2)(20 P —) =220 B2y 20 B ol ] (2%).  (10)

A (9) és (10)— et 0sszevetve latjuk, hogy minddssze ennyi igazolando:
2201 — 520-B-2 (29).

Amde ez trividlis, hiszen e kongruencia mindkét oldala oszthat6 2 “ — val

— abbdl kifoly6Slag, hogy aa—2>[3.

Azl ®|=2 kozvetlen szamoldassal adodik.

(D)G= *2%P—112P) D ahol >3, a—22B>1, §=1.

. . 51 . .
G —nek létezik egy ®: a — ab?’ egyszerli automorfizmusa.
A bizonyitdsndl ugyandgy jarunk el, mint ( A)—nél: az®—t a —ab*

alakban keressiik, szétvélasztvaay< [ és Y>[ eseteket.
(E)G= 2%12%=112"%) 'g ,ahol =2 , 6>1.

Itt a kovetkezd szdmolds fogja mutatni egy @ : a — ab®  automorfizmus
meglétét: vizsgiljuk meg az ab®' elemet .

Y ~]—
@) R

(ab?)?" =a ,hay>0,ésy=0 esetén
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Poc —1P1+d

o1 129

=a
Az (ab?)?™° =a2™ rel4cidbél csak akkor kovetkezik, hogy |ab? =2
ha u>1—-y+0 ,azaz y>1-0+9 .

Tegyiik fel, hogy ez fonndll, és nézziik meg, mi a helyzet a kommutatorral.

2(G)= <a2a_2> = <a2> , €5 <a2> < <ab2Y> pontosan akkor, ha a’e <al_7+8> .

177812 azaz 121-7+38,

Ez azonban csakis gy teljesiilhet, ha 2
amibdl y>9d kovetkezik.

Csakhogy 1 + 0 > 7y is fonnall, ezért végiil y=39 .

Mivel most { ; (G) = <b2>, és 821, ezért b* e L, (G).

Ezért konnyi a bab?’b~! = (ab28 2% reldcié ellenérzése.

A baloldal bab®'b~' =a>*~'b?",

a jobboldal (ab? )2~ =a2*-1h2**-2°

€s2%%% 29 =28 (2% 'hiszen a>2 miatt 21 2%, Q.E.D.

1. LEMMA: Tekintsiik az (m |k | ns ),s>1csoportot. Ha (m,s) =1,
akkor (s)x(mlkl ﬁS)E Ck .

Bizonyitéds: Legyen (s ) x G=(ms |1 ns )2 =Gy.

Hamost (n,s)=1,akkor Gy €%, és készen vagyunk, hisz nyilvanvalo,
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hogy N ¢ =D .

Tegyiik fol ezért, hogy 7(s) c m(n) . (11)

(Az (n,s) #1 nem elég, mert ett6l még eléfordulhat, hogy az s — nek egy
valddi osztdjara, s’ —re (n, s’ )=1, ami meginta G, € X esetre vezetne. )
Tekintsiik az ab" elemet G- ben. Egyrészt (ab" )*=a*b™ =a°”,

ésigy | ab"| =ms, masrészt 1=1 (s),ezért a''e <as>, vagyis 9(Gy) S<as>.
Végiill bab"b ' =a'b", és (ab")' =a'b™, dmde ismét 1=1 (s ) miatt

n=In (ns),tehdtbab"b™' = (ab")".

Konnyti latni azt is, hogy <abn > N <b> =1.

Mindebbdl az kovetkezik, hogy a G ;— nek 1étezik egy

a—ab"
Q:
b—b
egyszerll automorfizmusa. Q.E.D.

E lemma kapcsén folmeriilhet a kérdés, hogy aza®b" elem miért ne lehetne

az a—nak automorf képe? Hiszen mostis| a*b" | =ms,

és (a°b")* = a® ., 1a* | =m miatt d(G,) S<asz> :
Tehat az <asb“> 1s egy ms — rendi ciklus, mely tartalmazza a kommutétort.

Ugyanakkor (a°b" )™ =b™" , és mivel <bn>5(s), és(m,s)=1,



75

ezért (b™)=(b") . Tehit (a*b")N(b)=(b").
Eszerint az a® b" az a — nak csak valamilyen x — automorfizmusndl lehetne a

képe, ami meginta G, € ¥ esetre vezetne.

Masrészt azonban, ha ( 11 ) fonnall, akkor a G — nek az <asbn> szerinti

faktorcsoportja nem lehet ciklikus. E faktorcsoport ugyanis igy generalhato:

a™=1 (12a)
b™=1, (12b)
bab'=a' , (12¢)
a’b" =1. (12d)

A (12d)- b8l egyrészt a*’b™ =a** =1 kovetkezik, amia (12 a) — val az
a’=1 (12e)
relacidra vezet. Mdsrészta™ b™ =b™ =1, amia (12b)és (m,s) =1
figyelembe vételével a
b"=1 (121)
rel4ciot adja.
A (12¢)-0bdl 1=1 (s) miatt lesz
bab'=a . (12¢g)
Latnivald, hogy a (12 e, f, g ) relaciok egy (s ) x (n)— nel izomorf csoportot
hatdroznak meg, ez azonban éppen a ( 11 ) miatt nem lehet ciklikus.

Ciklikus lesz viszont az (n, s ) = 1 esetben, ami azt jelenti, hogy G, €% .
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E fejtegetések mellékterméke, hogy ¥ N @ = O .
Az 1. lemma lehetové teszi, hogy barmely hogy & — csoportbdl kiindulva
&4 — ba nem tartoz6 csoportot készithessiink. A legegyszerlibb példa:
G=(61514)% . Ennél AutG = (9,y,0,0), ahol
p:a—a,lel=2,
y:b—oab, Iyl =6,
c:b—>b, 61 =2,
w:a—ab’, lol=2.
Tobb — kevesebb szamolassal kimutathato, hogy Aut (6 1514 ) = D;xD;,.

Nem latszik sokkal bonyolultabbnak a G=(211419 )E sem, holott itt
Aut G = <(p3,(p7,\|f3,l|l7,6,())>, ahol

Ps;:a—ad, leo; 1 =2,
¢;:a—a’, le;1 =6,
yi:b—ab, ly; | =3,
ys;:b—=a’b, ly, 1 =7,
c:b—b*, lc | =3,
w:a—ab’, lo | =3.

sigy | Aut G |=2%3%7=2268.
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Ez is azt példdzza, hogy a @4 — n kiviili csoportok automorfizmuscsoportjainak

meghatdrozasara nincs dltalanos modszer.

2. LEMMA: Ha(mlklIn)& @4 ,és (m,s)=1,akkor(s)x(mlkln)¢ ¢

Bizonyitds: Ha (m |k | n) ‘; ¢ (4 ,akkor a38.0.( A2) szerint van egy
o: a—abl, Bln
b— b, SR,

automorfizmusa. A @ —re folirt tn. kdnon ( 36.0.):

[kPIm]=0 (m), (KR 1)
Bm=0 (n), (KR2)
[kPIk—1]= k°—1 (m), (KR 3)
B(k—1)=0 (n). (KR 4)

(A JB - tétel (48. 0. ) bizonyitasdban lathattuk, hogy [k" Ik 1= k° (m)és
B(k—1)= 0 (n) relaciokbdl hogyan kovetkezik (KR 3) .)
Most e lemmadban azt kell bizonyitani, hogy ha ( KR 1 —4 ) —ben attériink
m —r6l ms —re, k — 16l j —re, ahol (m,s)=1,ésj= k(s), akkor
a ( KR 1 —4) relaciok tovéabbra is érvényben maradnak. Rogton latszik, hogy
csak a ( KR 3) — at kell kozelebbrdl megvizsgdlni. Vilagos, hogy
[jP1j-11= j°~1 (ms)
pontosan akkor teljesiil, ha

[jP1j-11= j°=1 (m), (13)



78

és [jP1-11= j°~1 (s). (14)
A (14) j =1 (s) miatt azonnal fonnéll, igy csak a ( 13 ) — at kell ellenOrizni.
Aj=k(m) miatt (13 )—Dbdllesz

[kP1j-11= k°-1 (m),
de aj— 1 helyébe nem irhat6 minden tovabbi nélkiil k — 1 .
Legyen j=k+ mx.Akkor
[kKPIj—1] =[kPIk—1+mx]=[kPIk-1]+ kP [k Imx]=
=(a(KR4)miatt)=[kPIk—1] +[kPImx]=
=[kPIk=11 +[KPIm] [k Ix] =[kPIk-=1](m),
mert (KR 1) miatt [kPIm]=0 (m). Q.E.D.
Ha fizidval akarunk @4 — n kiviili csoportot elééllitani, akkor az V. rész 3.
lemma ( 44. o. ) miatt legalabb az egyik fuzids tényezOnek @ — n kiviil kell
lennie. A (91413)®(7|4|3)e Ch példija azonban Gvatossdgra int, mert
a fuzid lehet @ — beli, dacara annak, hogy egy vagy minden tényezOje @4 —n
kiviil esik. Tekintsiik péld4ul ezeket:

(51314)e Ch,
(71316)e Ch.

(91413)¢ & ,
(16]1514)¢ ¢ .

Kihaszndlva a fuzié asszociativitsat, a fenti csoportok flizigja
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kétféleképpen is felirhato:
[(71316)®(16]|5]4)]1®[(51314)®(9]1413)]1] (15)
[(71316)®(9[4]3)]1®[(51314)®(16|5]4)] (16)
A (15) folirasndl a szogletes zardjelben 4ll6 csoportok nincsenek @£ — ban,
azonban a ( 16 ) — ndl @4 — ban vannak, igy az V, rész 3. lemma ( 44. o.)
szerint ez a négyes fizi6 @ — beli lesz. Magyaran szélva
G,.Gg @ F G ®Gr¢ & .
Legyen
Gi=(p“Ip*P+11p"), pe P,
Gy=(qlklrp®), (p,qr)=1.
Ekkor G=G; ® G,=(p*qljlp®)?,
ahol j=sp*P+1,(p,s)=1 (17)
e=max (p,0).
A (17) azért helyes, mert j =p*P +1 (p9%),
tehdt j=up®+p* P41,
azaz wpP+1)p*P+1=j.
Milyen feltételek mellett teljesiil, hogy G ¢ @ ?
A tovabbiak elott jegyezziik meg a kovetkezdket:
Altaldban, ha a —abP,B#0 egyszerii automorfizmusa az (m |k | n) '3

csoportnak, akkor (K 31)és (K 32 ) miatt (36.0.)
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[kﬁlk}bﬁk —akpP .

(abP)k=a
Akkor egyrészt (abP)k 1 =abP(abP) ! =akpPbPa! =ak! |

{kﬁlk—l} [kBIk—l}

mdsrészt (abP)¥1=a pPD =5

( Itt ismét hasznéltuk a (K 32 ) —t, 36.0.)

Ezekbélkapjuk,hogy[kBIk—l]E k-1 (m). (K311)

Térjiink vissza a 77. oldali G csoporthoz.

Keressiik b — nek azt a legkisebb kitevéjét — méghozza tp”,tlr,e>y

alakban, amellyela@: a — ab®’ egyszeril automorfizmusa lesz G — nek.

A (K 12)-be (36.0.) irjuk be a megfeleld adatokat, akkor kapjuk, hogy
tp®™"=0 (p°r).

Ebbdl t=0 (r) kovetkezik.

Viszont fol volt téve, hogy t | r, ezért végiil kapjuk, hogy t=r. (18)

Trjuk fol a (K 311 ) —et:

(sp” P sp P |=sp™P (p*q). (19)
Régebbi vizsgiloddsainkbdl ( 1d. TETEL (A) —ban az (5) §=0-val, 64. 0.)
mar tudjuk, hogy mod p* nézvea (19)—et,a Y>22p— (20)

reldciora jutunk.

Ha most mod q nézziik a ( 19 ) —et:
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(sp PP Isp? P | =sp P (q). (21)

Mivel G, —re (a77. oldalon ) semmilyen kikotéssel nem éltiink, a ( 21 ) akkor
lesz biztosan igaz, ha Y>9 .
( Ekkor ugyanis (sp*® +1)PT =1 ( q),sigy (21)automatikusan teljesiil. )
Marmost € =max(P3,d) >Y>9 - bol kovetkezik, hogy €=,
s mivel nyilvan € > vy, végiil nyerjiik, hogy B—1>72>9. (22)
A @ leképezésiink tehat mindenesetre olyan lesz, hogy benne b kitevje
(19 ) miatt rp” alakd, ahol y — nak ki kell elégitenie a ( 20 ) és (22)
reldciokat. ( Nem vizsgaltuk az ab™" rendjét, mert ( K 311 ) biztositja, hogy
ezarendp“q.)
Irjuk fol még (K 32)—tis (36.0.) ; kapjuk beléle, hogy

o—PB+y=>¢e, azaz y2e—o+f (23)
A megfelel0 y— nak tehdata (20 ), (22 ) és (23 ) relacidkat ki kell elégitenie.
De ez csak latszolag harom reldcid, ugyanis most € =3, ésigy a (23 ) — bol
Y>2B—a , ami a ( 20 ) — szal azonos.
Az elmondottakbdl most méar vildgos, hogy a

(71413)®(9]4]13)=(63]4]|3) miértlesz @ - beli.

Foglaljuk 0ssze az eddigieket:
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3. LEMMA: Legyen
G =p*p*P+11pP), aholpe Py, a—12p>1,
G,=(qlklrp®), (p,qr)=1,P-1=8>0.
AkkoraG=G; ® Go=(p*qlsp® P+ 11pPr)P, (s,p)=1 csoport
automorfizmuscsoportja tartalmaz egy <(p> ciklust, ahol ¢: a— ab™"
egyszerll automorfizmus, €s 7y az a legkisebb nemnegativ egész, mely
kielégitia Y>2B— , és B—1>7>9 reldciokat. Q.E.D.
A kovetkezo két lemma a 2 — magok fuzidjaval foglalkozik, €s bizonyitasuk
a 3. lemmaban latottakkal teljesen analog.
4. LEMMA: Tekintsiik a
Q2%2%F4112PF)  a>3, a—2>B>1

és  (qlkl12°r), (2,qr)=1,B-1=28>0
csoportokat. Ezek fuzidjanak, a
G=(2%1s2* P +112P)P, (2,s)=1
csoportnak lesz egy

a—ab?"

b—b*

automorfizmusa, ahol Y>2B—o és € alkalmas R By beli szam. Q.E.D.
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5.LEMMA: A
2%2%P_112%) a=4, 0-22p=2
és  (qlkl12°r), (2,qr)=1,B-1=8>0
csoportok fuzigjaként eloallo
G=(2%1s2%P+112Pn)d ) (2,5)=1

csoportnak lesz egy

a—ab?"
o:
b— br-ZB‘1+1
¢ — automorfizmusa, és w1 =2 . Q.E.D.

Az e részbeli tételben, illetve a 3. , 4., és 5. lemmdkban kiilon nem vizsgéltuk,

hogy a szereplo (mlkIn) g csoportoknal az abP elem ( az a automorf képe)

altal generalt ciklus diszjunkt lesz — e <b> —vel (ami pedig fontos feltétele

annak, hogy ab® tényleg automorf képe legyen a — nak ) .

Mivel a fent emlitett dllitdsokban csak p — csoportok, illetve S — csoportok

szerepelnek, a kovetkezd két lemma segit a fenti probldma megolddsaban.

6. LEMMA: Ha(mlkln) € &, akkor tetszdleges b € Z ,, esetén
<abf’>ﬂ<b>=l .

Bizonyitds: Tegyiik fol, hogy b* e <abB>. Ekkor nyilvan b* = abP, ezért
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b*abPb* =abP. Mésrészt b*abPb* =a¥"bP, ahonnan k* =1 (m)
kovetkezik, ami a csoport S — belisége miatt csak x = 0 — val elégithetd ki.

Q.E.D.

7.LEMMA: LegyenaG=(mlkln) E csoportban az m egy prim hatvéanya,

és tegyiik fol, hogy | ab® | = m, valamint 9(G) < <albB > . Akkor
(abf)N(b)=T1.
Bizonyitds: Ha b* e <abB> valamely X #0 szdmmal, akkor <b> Na(G)=1

miatt <bX > 19d(G)=1, s mivel d(G) < <abﬁ> , azt kapjuk, hogy egy primhatvany-

rendl ciklusban diszjunkt valédi részek vannak, ami nyilvan lehetetlen.

Q.E.D.
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VIL. RESZ NYITOTT KERDESEK

1. DEFINICIO: Legyen G tetszSleges véges csoport, | Gl =n.

Azt mondjuk, hogy a G —nek a p € ( n ) primre vonatkoz6 bosége o —
jelben w, (G )= —, ha G—ben van (p)*részcsoport, de (p ) *"" mér nincs.
Legyenw (G)=max { w, (G)Ilpen(n) }.

Nyilvanvald, hogy minden G csoportraw (G ) =1 .

1. SEJTES: Ha G € CYCYS, akkorw (G ) <2.

Ez ekvivalens azzal, hogy ha G € CYCYS, akkor G barmely részcsoportja
legfoljebb két generétorral prezentalhatd.

Az 1. rész 3. lemmaban ( 15. o. ) megallapitottuk, hogy CYCYS DIV .

2. SEJTES: CYCYS cTODIV .

E sejtésre rogvest igent mondhatnank, ha kideriilne, hogy a G € CYCYS

minden részcsoportja abeli vagy CYCY Sbeli. Ez azonban sajnos nem igaz.

A legkisebb ellenpéldaa (81312) E, ahol <a2,ab> =Q.

Hasonl6an nem 4ll, hogy egy CYCY Sbeli csoport minden nemabeli faktor-

csoportja CYCY Sbeli. Itt a minimalis ellenpéldaa G=(41314) E, ahol

az <a2b2> szerinti faktorcsoportja Q — val izomorf.

Egy kevésbé egyszerli ellenpéldaa G=(914127) ‘;,

ahola G/ <a3b18> a kovetkez6 haloval rendelkezd csoportot adja:
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G /{a?b')

Piros korok jelolik a normdlosztokat. E csoport j6l lathatéan nem 4ll elo
egyetlen normalosztdjanak szétesd bovitéseként sem.

Az imént vazolt csoport a kovetkezd csoportosztalyba tartozik:

2. DEFINICIO: (mlr,klIn) ]a° — vel jeloljiik a kovetkezd prezentaciot:
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a™ =b" =1, (1)
m n

ar = br (2)
bab' =ak. (3)

E reldciok konzisztencidjdhoz az aldbbiak sziikségesek:

r<£m, r#n, (4)
rl(m,n,k-=1) , (5)
k% =1(m). (6)

A (4) a(2) miatt vilagos. A (6) a (3 )—bdl nyerheto:

b

n
r

=1l=]
==

:ak s

b

oo

m _m
azaz a'aa ’

1=}

= aX" | ahonnan ( 6 ) kovetkezik valéban.
Azrlmés rin a (2)—Dbdl vilagos.

Az rlk—1-hez gondoljuk meg a kdvetkezdket:
m 1 my
A (3)-badl barb =ar ,
n 1 ny
és (2) miatt bbrb " =br ,
br = brt
n p—
amibél 1=b""  azaz %(k—l) =0 (n).

Innen addédik az rlk—1.

Az (1),(2),(3) altal prezentélt csoportok halmazat CYCEX — nek nevezziik.
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Rendkiviil érdekes, hogy a CYCEX csoportok CYCY Sbeli csoportok
faktorcsoportjaiként kaphatok, ugyanakkor CYCYS < CYCEX,
hiszen elég (2 )—ben az r=1 valasztissal €lni.

Végezetiil még egy talany:

3. SEJTES: CYCYS c MAXPIND .

FUGGELEK

A 63. oldalon folsorolt 6sszefiiggések bizonyitasa:

(i) [sp* P+11pP1=pP (p*) ,ahol pe Py, 0<P<a,(s,p)=1.

Bizonyitds: [sp®* P+11pP]=

sp*P
5, [ P ) kot ki)
=p°+) | ¢ [sP :
k=2
ahol a szumma minden tagja oszthat6 p *— val. Q.E.D.

(ii) [s2*P+112P)=2""42PF(2%) ,ahola>2, 1<B<o—1,(2,s)=1.

(s-29P 4% -1
g-2%P -

Bizonyitds: [s2% P+112P]=

— 25+(%BJS.2°‘_B =2 4201 (2B _1)s, des=27+1 ,j> 0 esetén

2B +2a—1(2B_1)(2j+1)=2B _|_20c—1+[3.206—1+j_2()c—l+j_|_20c—1+[3_20c—1E
=2F 2 l=nP 201 (2% hiszen—2%"1=2%"1 (29%), Q.E.D.

(iii) [s2% P—112F1=2%" (2%),ahol a>2, 1<PB<o—1, (2,s)=1.
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Bizonyités: [s2%P_112P]=
= =[s-20 B -112[(5: 228 -1)2 |2]..[(s-2°‘—3—1)2‘3‘1 |2}=s-20‘—B 2BLA
ahol A pdratlan. Végeredményben [s2% P —112P]1=2%"B (2%), ahol
B=2j+1,ésigy2“'B=2%+2%"=2%" (2%). Q.E.D.
(iv)(mlklIn)=(mlllin) esetén[kin]=[1In] (m).

Bizonyitds: egészen trividlis. Q.E.D.

IRODALOM

KURQOS: CSOPORTELMELET

NIVEN — ZUCKERMAN: BEVEZETES A SZAMELMELETBE

HUPPERT: ENDLICHE GRUPPEN I.

COXETER — MOSER: GENERATORS AND RELATIONS

FOR DISCRETE GROUPS

Itt végzddik a CYCYS eredeti kézirata.

UTOIRAT: ( Kristéf Mikl6s )

Huber Laszl6 1997 julius 2 — dn meghalt, 42 éves volt. Kézirata azbta vart hogy
végre megjelenhessen. Szerintem a legnagyobb felfedezése az izostruktuarélis
csoportok volt, ez egy érdekes szimmetria a csoportok vildgaban. Akit a téma

jobban érdekel, irjon a cimemre: kristofmiklos @ freemail.hu .




