CYCYS

A CYCYS csoportelméleti fogalom, jelentése Ciklikus Csoport Ciklikussal való Széteső bővítése. Ennek elméletét Huber László dolgozta ki.

Legyen      A = a | am = 1 a, a2, a3, . . am-1,
                 B = b | bn = 1 b, b2, b3, . . bn-1
két ciklikus csoport , mely az alábbi kapcsolatban van egymással:  b a = a k b .
k pedig relatív prím az m-mel: (k , m) = 1. Az így összekapcsolt G =a , b 
csoportot így jelöljük: m k n ) , vagy ha a generátorokat is fel akarjuk tüntetni:
m k n )ab.  Létezik olyan  szám, melyre k  =1.

Ezt a  számot a k rendjének nevezzük Rm -ben. Most két lehetõségünk van. 

1.)  = n . Ekkor az m k n ) csoportot S-csoportnak nevezzük ( S = Source = Forrás).

2.)  osztja n - et. Ekkor n =  s , valamely s számmal. Ha (s , ) = 1, akkor ez az ( s ) ciklus direkt szorzóként kiemelhetõ: m k n ) s ) × m k  ) .

Az m k n ) számhármast a G csoport prezentációjának nevezzük. Ugyanannak a csoportnak több prezentációja is lehet. Ha  = n , akkor S- prezentációnak nevezzük.

(m | k1 | n ) (m | k2 | n ) , ha  k1  k2 az Rm -ben. Erre példa:

7 2 3 ) 7 4 3 ) , mert 2 hatványai moduló 7 : 2, 4, 1 (mert 23 = 8 (mod 7)) , és 4 hatványai mod 7: 4, 16 tehát 4, 2, 1, ugyanazok a számok, mint 2 hatványai.

Ugyanakkor 8 3 2 ) nem 8 5 2 ) , mert 32 = 9 (mod 8)  és  52 = 25 (mod 8) , tehát sem az 5 nem áll elõ a 3-ból, sem a 3 az 5-bõl. Ez a Prezentáció-tétel, vagy PRET. 

(m1 | k1 | n1 )  (m2 | k2 | n2 ) lehet akkor is, ha m1 nem egyenlõ m2 , és n1  nem egyenlõ n2 .

Az m k n ) csoport rendje, azaz elemeinek a száma mn . Tehát a fenti két csoport csak akkor lehet izomorf, ha m1  n1  = m2  n2 . De a PRET értelmében ez nem elég.
A    b a = a k b   reláció segítségével minden CYCYS – csoportbeli elem a i b j alakban írható.

Mivel  b a = a k b , a   b j a i  szorzat a K b j  lesz, ahol K = k j  i lesz. Egy a i b j alakú elem hatványa pedig (a i b j ) n  = a K b j n  lesz, ahol K = i  [ k | n ] , 
és [ k | n ] = 1 + k + k 2  + k 3  + . . . + k n-1 .

Két CYCYS-beli,  S- prezentációjú csoport Fúzióján a következõt értjük:

(m1 | k1 | n1 )  (m2 | k2 | n2 ) = (m3 | k3 | n3 )

ahol  m3 = m1  m2,    n3 = [n1  n2],        (legkisebb közös többszörös)

(m1  m2) = 1,k3 k1 (mod m1)  és k3 k2 (mod m2) .

A  fúzió  általában  nem  független  a  tényezõk  prezentációjától. Például

7 2 3 ) 7 4 3 )   és   9 4 3 ) 9 7  3 ) .

7 2 3 ) 9 4 3 ) = 63 58 3 )  63 25 3 ) = 7 4 3 ) 9 7 3 ) , és

7 4 3 ) 9 4 3 ) = 63  4  3 )  63 16 3 ) = 7 2 3 ) 9 7 3 ) ,

ugyanakkor   a  PRET  szerint 63 25 3 )  nem  izomorf   63 4 3 ) - mal.

Elérkeztünk a CYCYS legfontosabb fogalmához. Tulajdonképpen errõl szól ez az egész. Egy olyan új dolgot fedeztünk fel a csoportelméletben, amivel soha azelõtt nem találkoztunk. 
Ez az Izostrukturalizmus.
7. DEFINÍCIÓ   A  G 1  és  G 2  csoportokat  izostruktúrálisaknak  nevezzük,   
jelben  G 1  G 2    ha  fúziós  felbontásukban  azonos  számú tényezõ  van,  és  e  tényezõk  csak  a  prezentációjukban  különböznek  egymástól . ( Az  izostrukturalitás  nyilván  ekvivalenciareláció .)
A  közelebbi  vizsgálat  azt  mutatja,  hogy  izostruktúrális  csoportok  részcsoporthálója  ugyanolyan,  az  egymásnak  megfelelõ  hálószemek vagy  izostruktúrálisak, vagy  izomorfak.  Ezen  felül  az  izostruktúrális csoportok  automorfizmuscsoportjai  is  izomorfak.

Tulajdonképpen ezt is tekinthetnénk az izostruktúrális csoportok definíciójának.

A  63 4 3 )  és  63 25 3 )  csoportok  esetében  például  a  hálók megfelelõ  szemei  -  a  legfelsõ  kivételével  -  izomorfak  egymással.

A  fúziót  azért  kellett S - prezentációkra  korlátozni, mert  különben zavaró  többértelmûségek  lépnének  föl a fentiek miatt. Az izostruktúrális csoportok minden lényeges paraméter szempontjából megegyeznek egymással. Ugyanannyi elemük, részcsoportjuk, normálosztójuk van, ugyanannyi konjugált osztály, ezekben az elemek száma azonos, megegyezik a részcsoporthálójuk, sõt az egymásnak megfelelõ szemek izomorfak vagy izostruktúrálisak. Az egyetlen külömbség köztük az, hogy mégse izomorfak! Ez a jelenség egy rejtélyes szuperszimmetria a csoportelméleten belül! Jó analógiája az elemi részecskék szuperszimmetriáinak: pl. egy proton és egy neutron az erõs kölcsönhatás szemszögébõl tökéletesen azonos, csak az elektromágneses tulajdonságaik különböznek. Az elemi részecskéket éppen csoportelméleti módszerekkel osztályozzák. Lehet hogy a CYCYS közelebb visz az anyag szerkezetének megértéséhez? A ciklikus csoportok után a CYCYS-ek a legegyszerûbb szerkezetû csoportok. Sejtésünk az, hogy a CYCYS-ek olyan építõkövek, amelyekbõl minden véges csoport elõállítható direkt szorzat, részcsoportképzés és faktorizáció révén.

Tehát a CYCYS-ek a csoportelmélet atomjai. A CYCYS-ek segítségével a véges csoportokat osztályozni lehet, és ezzel olyan grandiózus eredmények érhetõk el, mint amilyen a véges egyszerû csoportok osztályozása. (javítva 2014-06-20, 7:08)
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