A Kozmológiai Lambda tag
Az inflációs kozmológia legfontosabb függvénye az a(t) tágulási diagram, ami az Univerzum sugarát adja meg az idő függvényében. Ha ezt a függvényt explicite ismerjük, akkor meg tudjuk határozni a sötét anyag – sötét energia arányt, feltéve, hogy a sugárzási járulékot nullának vesszük. Az internet erre a 27% - 73% értékeket adja. Megmutatom, hogy ez az arány matematikailag is kiszámolható, és értéke egzaktul 26.28755% - 73.71245%. Ez abból adódik ki, hogy az x = H*t dimenziótlan változóval kiszámolt a(x) függvény deriváltja az x = 1 –gyel jellemzett jelenpontban éppen 1, hiszen ez felel meg a Hubble állandónak, azaz a tágulási sebesség a jelenpontban éppen H*r, ahol az r a kiszemelt galaxis tőlünk mért távolsága. A pontosság 2.6%, a 27% - 73% -hoz képest. Emellett az a(x) függvény értéke is 1 kell legyen, az x=1 helyen. Ebből következik, hogy az y = x egyenes az y = a(x) görbét éppen az (1,1) pontban érinti. Ez azt is jelenti, hogy az Univerzum T életkora éppen 
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. T = 13.798 milliárd év.
A számoláshoz egyetlen szakirodalmat használtam: Hraskó Péter Kozmológia pdf-jét.
Elérhetősége: www.peter.hrasko.com/files/mozgasi.pdf  91-104. oldal.
Most ebből az írásból idézem fel a szükséges ismereteket.

A kiindulási pont Einstein egyenlete:
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Ezt az egyenletet egy időben a(t) függvény szerint változó, felfúvódó négydimenziós gömb metrikájára oldjuk meg. Mivel a megfigyelések a k = 0 görbületet, azaz a sík téridőt valószínűsítik, erre az esetre írjuk fel a metrikát. Ez a metrika:
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Ezt Robertson-Walker (RW) metrikának nevezzük. 

Itt a b(t) = 
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a

 jelölést alkalmazzuk, ahol 
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 az Univerzum jelenlegi sugara.
Nekünk a vegyes indexű 
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-re és az R Ricci skalárra van szükségünk.
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Ezzel



[image: image9.wmf]tt

tt

4

18G

RRT

2c

×p×

--L=×





          (5)
Betéve a (3) és (4) egyenleteket:
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, az egyszerűsítő feltevésünk értelmében, és k = 0, így az Első Fridman 

egyenlet így alakul:
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Legyen 
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ekkor 
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A továbbiakban nevezzük ezt Fridman egyenletnek.

Vezessük be az 
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 és 
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 dimenziótlan változókat a következőképpen: 
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A k = 0 és 
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 esetre az 
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A cikk célja az, hogy meghatározza 
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 és 
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 értékét. (11) miatt elég az 
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-et meghatározni.
A tapasztalati érték: 
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Megmutatom, hogy ezek a számok jó közelítéssel megkaphatók, ha ismerem az a(t) függvény

explicit alakját. Tehát ezek nem ad hoc számok, hanem matematikai szükségszerűséggel ennyik.

A továbbiakban erre a feladatra koncentrálunk.
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Itt bevezettük az 
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Hasonlóképpen, vezessük be az 
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 dimenziótlan változót. 
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Ekkor 
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Ezzel a  (12) Fridman egyenlet így alakul:  
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Gyökvonással kapjuk:  
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Ezt közvetlen integrálással meg tudjuk oldani:  
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Hraskó Péter idáig jutott el. Az integrált elemezte, diszkutálta, és megnézte az aszimptotikáját, de

explicite nem számolta ki. Ez a feladat rám várt.

Az integrál Maple 7 vagy Maple 17 programmal könnyen elvégezhető. Az eredmény:
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Konkretizáljuk az eredményt úgy, hogy 
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Mivel 
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, az a(x) függvény ábrázolásához a plot([x, 
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,y=1..100]) műveletre van szükségünk.
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A görbe az elején szemikubikusan indul, ahogy Hraskó megállapította. A jelenpont az x = 1 hely, és

szemmel láthatóan a görbe itt már a gyorsuló szakaszban van.

Az exponenciális rész is kiplottolható:  plot([x, 
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y

,y=0.3..100])
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Ez a függvény implicit alakja. Ahhoz, hogy megkapjuk az explicit alakot, az x(y) függvényt invertálni

kell. Ez a művelet kézi úton is elvégezhető. Ehhez az 
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van szükségünk. Ekkor
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Ez a tágulási diagram explicit alakja.

Konkretizáljuk:  
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Plottoljuk ki ezt a függvényt:

> [image: image58.wmf]
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Most érkeztünk el a legfontosabb részhez. Ennek a függvénynek a deriváltja az 1 helyen 1 

kell legyen, mivel a Hubble állandó a dimenziótlan egységekben éppen 1, és az definíció 

szerűen a tágulási diagram deriváltja az x=1 jelenpontban. 

> [image: image62.wmf]
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Hát az majdnem egy, de pontosan nem egy! 4.3 ezrelék hiba van. 
Ahhoz, hogy a derivált pontosan egy legyen, az az 
[image: image64.wmf]m
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értékét kell pontosan megválasztani.
 Nemcsak a derivált egy az x = 1 helyen, de az a(1) is = 1 kell legyen. Ebből viszont egy érdekes dolog

következik: Az y = x egyenes az y  = a(x) görbét pontosan az (1 , 1) pontban érinti, és a görbe nem 

megy át az egyenes másik oldalára. Illusztrációként plottoljuk ki a görbét és az egyenest!
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Itt 
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. Látjuk, hogy az egyenes majdnem érinti a görbét, de egy kis rés van köztük.

Teljesen logikusnak tűnik az az elvárás, hogy az egyenes pontosan egy pontban érintse a görbét!

Ennek szükséges és elégséges feltétele az, hogy a(1) = 1 és 
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 legyen. Mindkét feltétel teljesül, ha 
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. Bizonyítja ez a 4 ábra:
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Tökéletes simulást látunk. Hogy lehet ezt az 
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 értéket megkapni?

Ehhez nem is kell az explicit függvényalak! Elég az implicit. 
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Ha y = 1, akkor a felső gyökjel értéke éppen 1, az alsóé pedig 
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(31) ekkor így alakul:
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Ezt a transzcendens egyenletet meg lehet oldani u-ra, szukcesszív approximációval. Eredmény:

u = 1.164741454, ebből 
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 számolható.

Akkor pedig 
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 adódik.

Íme, sikerült kiszámolni a kozmológiai Lambda állandót, abból a feltevésből, hogy az y = x egyenes az

y = a(x) görbét éppen az (1 , 1) pontban érinti! Ez azt involválja, hogy az Univerzum életkora  
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